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上廿纪末到本世纪初， Poincare 绔人从经典力学和微分方程 
屯性理论的研允中，提出动力系统的溉念.敞分动力系统的现代 
研究,则始于木世纪60年代初 Pcixoco 等人的工作.在 Stmle 和 
- K 他许多 f 者的倡导和推动下，这一学科的基本理论的研宂取得 
了 逭大的 进展.自 -70 •年 ft 以米，微分动力系统的研究，更广泛地 
向各个应用领域发展.在经济数学、气象预报、玫値 il 算、统计力 
学等领域里，敝分动力系统理论的应用已经崭菇头角.在系统控 
制、天体力学、流体力学、拟动理论、化学反应、生理过程、生态和人 
口问： M 等许多方面的研究中，微分动力系统也展示了广泛应用的 
射景.这一学科之所以受到普遍重视，不 K 因其丰富而深入的理 
论，而且特別足由于它的广泛而有成效的应用. 

微分动力系统 M 论的基本教材，国外已有几种，例如 [1], [2 】 
栉 [3]. 从选材的角度来罨， m 无疑是一木很好的 15. 该书能 
抓住要点介绍敞分动力系统理论的一呰 a 要问题，安排紧凑，不枝 
不啓.遗憾的是，该书作者对细节太不注总，证明中错漏茲多，又 
随意使用较深的数学工炅而不做必要的准备.这一切给读者造成 
很大的困难，甚至使得一咚初学者望而生畏. [21 和 [31 比[〖]出 
版得晚，爷中列举了不少浅易的例子，&可谈性方面下了较多的工 
夫.但这两本书在内容的深入程度上不如 [1], 对局部的或低维 
的情形介绍较多，对一般情形讨论较少.另外，在结构方面， 这两 
本书也由于穿插例 t 太多而显得有些忪散. 

作为 • 现代数 学基础丛书”之一，作者希望本书能成为研究生 
和驾年级大学生的一份既可读，又有一定深度的教讨.在编写过 
程中曾经参考 [1] 一 131 以及其他•些文献.作者曾 0 加 由廖山 
涛先生 fn 丁同仁先生主持的几次微分动力系统讨论班，从中获益 
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第一章动力系统概说 

U 动力系统概念的发展 

动力系统的概念，起源于常微分方程定性理论的研究.考虑 
定义于 R ” 上的微分方程组 

夺一少 0) ( M ) 

dt 

和初始条件 

X (0) — X 0 y (12) 

这里 IT ), & 6R ' 我们知道方程组 （ U ) 满足初始 

条件 （ L2 ) 的解总是局部存在的.如果少满足一定的条 
件 1 " ，那么解 q >( i 9 x ,) 可以对一切 K R 和 ： rd 有定义 4 把 x a 写 

作 r , 解 q >( i 9 x ) 应满足以下 关系： 

( i ) 9 ( 0 ,^) x t Vx € R _; 

(») ( p 0 + t 9 x ) — ^ p ( s 9 q >( i 9 x))j 

Vj ,/€ R , R ^ # 

满足上列条件 （ i ) 和 （ ii ) 的映射 W R X R -- R - 称为中的 
动力系统或者流.对于给定的:我们把点集 

Orb 9 (ir) — {(p(/»r)li € R}C ： R fl, 

称为流 T 经过点 x 的轨道.从上世纪末开姶， Poiticari 等人就对 

1) 例如满 足这洋的条件 

t ^)| (I 十 

这电吖 ： [0,+ oo)-^R 连续，当 r >0 时 V ( r )>0 并且对某《>0有 

n —- 

V ( r ) 

(参 t [4】， 笫1章，定理 2-50 



这样的系统的轨遒结构展开了研究. 

受到上述研究的启发，人们考虑更一般的连续映射 < p : Rx 
x — 父， 这里 X 是一 个拓扑空间. 如果少 满足 条件： 

(i) (p(0 9 x) ― jt. Vat € X ； 

( ii ) (p(s-h t 9 x) — (p(s ， (p(“x )〉， 

R , X 9 

则称 T 为 A ： 上的一个拓扑动力系统.本世纪初期， Birkhoff 等人 
开展了拓扑动力系统一般理论的研究. 

虽然拓扑动力系统研究的对象很普遍，诅由于没有在相空间 
引入微分结构，缺少强有力的分析工具 # 难以进一歩深入.到了本 
世纪六十年代，从 Peixoto 的工作〜开姶，人们展开了对微分流形 
上的微分动力系统的研究，获得了一系列深刻的结果. Smak ， 
Sin ai ， Anosov , Maser 和我国的廖山涛教授等，对澉分动力系统的 
研究作出了卓越的贡献(参看【6】，[7〗等). 


§2流与离散的动力系统 

设 x 是拓扑空间 （ cr 微分流形），中 ： rx x ^ x 是连续映 
射 （ C 映射），如果中满足： 

(0 9(0, x )- x , X ； 

( ii ) 平 （J 十 /， 4T ) — < p ( j ， y (/， r ))， 

V/,/€ R, X, 

则称 ④为 x 上的 c ° 确 （ C ， 雒：>或爭夕枣竽 （ C ， 

微分流形课程告•诉我们）紧致 c ; (〖 > 1‘）微分•流•形•上•的任何 
C 向量场生成 M 上的一个 CT 流(参看 [8], 第5章，定理 5.36). 

设 at 是拓扑空间 （ e 流形）， t 是 x 上的 c ? 流 （ cr 流）,对于任 
意取定的由- q >0 9 x ) 定义了一个连续映射 （ c 映 
射 ） X — X . 这映射 满足： 

(*) ( f ° — 

(ii) V/,/€ R. 


• t • 



由此我们 3 到，对任意取定的 b V 具有逆映射，因而 V 是 
一个同胚 （ C 微分同胚），或者说是一个拓扑变换 （ C 变换） • 
因此，流是一个单参数变换群，参数取值的范围是实数加群 

( R ，+)• 

如果对流 * 进行离散采样，即考察它每隔一定的时间 r 的状 
况 ，我们 得到一个双边 序列： 

-• •，< jp - jr ， cp_ f ，< p 0 ㈡ iAfp 1 ，〆 ，… 

这序列由同胚/ f 所生成： 

一 (p r O(p r o - - • ogD* «=. jojo ‘ ■ • oj ■* 产， 

<p~ —» cp~ r oq >~ T o - - =» j l oj l o - - -o 厂 1 => f_ \ 

我们称 〆 为流 V 的时刻 r 映射.特别地，称 V 为流^的时刻 
1映射. 

一般地，任意一个同胚微分同胚）/，虽然不一定是某个 
流的时刻 f 映射，也能生成一个双边序列 

…， rvm / 2 ,"、 

这里 

卜⑽姐 /。广^ w . 

显然上面的双边序列满足： 

( i ) 

( ii ) 

与流的情形相类比，人们称这种由同胚微分同胚）生成的双边 
序列为亭尽辱多习考等.离散的动力系统也是一个单参数变换 
群，其参^取¥范1每¥整数加群 （ z , +乂 

我们来讨论流与脔散的动力系统之 I 哥的关系.上面已经谈 
到，流经过离散采样产生一个离散的动力系统.流的时刻 r 映射 
总是一个同胚.反过来，任意一个同胚却不一定能够嵌人流作为 
时刻 r 映射.但是，采取另一种被称为“扭扩〃 ( suspension ) 的方 
式，可以把任葸的同胚与造当的流联系起来. 

设 Af 是一个 ( T 流形（其维数 dimAf - m ), 而/: M — M 是 
一个 C 7 微分同胚.在 R X A / 上我们定义一个十分简单的流： 




#('，•*) = (' + r 9 x ). 

考虑 R X A/ 上的等价关系“〜， 

(r,r) ^ { s> y)<r> r — s € Z t y — 厂 K 
按这等价关系可以做 R X 的商空间 

M «« R X M / 〜 • 

由流形论中的讨论可知，心具有 C 流形结构，它是一个1维 
的 C 流肜（参看 [9], 第 III章，定理 8.3). 容易验证以下 事实: 
如果 O，：） 〜 （j，y)， 那么 

^(rtx) ■(/ + '，：）〜（/ + s 9 y) — (p'Oyy). 

囚而以 诱导出 w 上的一个 CT 流石、荐把 M 与说一 {0} XM /- 
等同起来，则/可以视为氣上的微分同胚.可以看 出：流 
V从沿 9 上任意一点 x 出发的轨道都还要返回而第一次返回 
岛的点恰为/0).我们说 H 是流 P 的一个截面，而/恰好为流 
V关于截面私的第一返回映射 (Pomcart 映射). 

上面的讨论说明，流与离散动力系统是密切相关的.人们对 
流的研究成果，往往能应用于微分同胚的情形.反之，一般说来* 
研究微分同胚所获得的信息，也能启发我们对流作相应的讨沦. 
由于 Smale 等入的大力提倡，自六十年代以来，对离散动力系统 
的研究迅速发展起来.鉴于对微分同胚的动力性态的研究往往显 
得简洁、富于几何直观并且易于着手,本书主要萄重于离散情形的 
讨论 • 


§ 3 轨道与不变集 

设X是一个拓扑空间 （(7 流形）， f ： X ^ X 是一个同胚 （C7 微 
分同胚).我们把集合 

Orb,0)-{”00| 々 €Z }， 

Orb ^)-{^ W |^^ Z + } 


和 


OrbrO) — { 户 60 如 Z+} 



分 S] 称为离散动力系统 / 过 X 点的轨道，正半轨和负芊轨.显然 

• • • 0 • 蠡 

有 


Orb, (X) — Orb 广 (x) U Orb/ («} , 

在不会混淆时，往往就省去上述记号中的下标/而以 OrbOO 等代 
替 Orb'Ct) 等. 

如果存在 《€N ， 使得广则称 x 为/的辱平净，并 
把使得 ro) — : r 成左的 最小的自然数”称为 x 的孕 *特*別地, 
周期为 i 的点 I 称为是/的 f 爭亭，因为它满足 /W « A f 的 
周期点集合和不动点集合分 Per (/) 和 Fix (/). 自然有 

Pi X (/) CPer (/). 

过周期点的轨道称为 f 罗爭寧 • 一条轨道为周期轨道的充分必要 
条件是它为有限轨道 | # 

集合 

o>m °- n {产00;々>»}， 

»• t N 

=° n {/ ^ «} 

和 

LOO wOO UaOO 


分别称为轨道 OA00 的 w 璆咿 枣宇， 《&P. 艮枣竽和毕咿亨 f •由 
定义可以看出 w>), 是茹果的， 

那么 

wOO 尹 0 ， a(ar ) 尹 0 ， Vx€ X m 

又记 


U0 - uLO \ 

“X 

点 rex 称为是/的呼 f 孕，如果存在^的邻域使得 
f ^( U ) r { U ^ 0, V 々€ Z \{0}. 

不是游荡点的点称为非游荡点.这就是说，如果对X的任意邻域 
t ; 都存在整数0,使得 

f k ( V ) f\U ^ 0 9 



则称：为 f 的 f 誓¥亭，^的全体非游荡点的集合记为巩/入由 
定义可知，的巢合是幵巣，因而 f 的非游荡点的集合 
u ( f ) 是 闭槊 . 客易证明 

co { x ) y v 

乂 czi3(/>, Vx€X, 


因而当 X 是紧致空间时 5(/)^ 0. 
如果集合 ACX 满足： 


y € A Orb ； (y) CZA 9 


则称 /! 为 f 的不变集.显然4为 f 的不变集的充分必要条件是它 
满足 

/- , (/ l ) Cii , (3.1) 


或者等价地： 

/(/I) — A m (3.2) 

容易证明 Orl ^ OO , u >^ 9 «(»), Per ⑴, Fix (/) Q (0 等都是 / 的 
不变集（习题 3.5). 如果 4 是/的非空闭不变集，并且不存在奧包 


含于它之中的非空闭不变集，则称/ I 为/的极小集. 

• « « 


习 题 

3.1 试 证明： wU ) C £?(/), aWc：^(/X 
3,2试 证明： 的充分必要条件是：对^的任意邻域 
IU 存在无穷多个整数4使得 

0 . 

3.3 试证： A 对/不变的充分必要条件是 XVI 对 f 不变. 
3-4 试证： 如果4对/不变，那么 A 也对 f 不变. 

3,5试证 Orb ,( it )， wOO ， 《*00，？《■(/)， Fix ( f ) 和 i 3( f ) 都 

是 f 的不变集. 


§4拓扑共轭 


定义 4.1 设 x 和 y 是拓扑空间 （ c 微分流形） • 和 



S ： Y — Y 足同胚 （ C ? 微分冏胚).如果存在从空间 X 到空间 Y 的 
UU . h ： X -^ V ,使 A 

h^j => g^h 3 

即使 捋以下 图基坷交换， 



则称/与 f 拓扑共轭. 

显然拓扑共轭足一等价关系. 

拓扑共轭 A 把系统/过: r 点的轨逍变成系统 S 过 AOO 点的 
轨逍: 

^(OrbyC^)) ™ Orb ^(h (^) )； 

把轨 liJOAO) 的 w 极限点 （《极 限点）变成轨逍 （>、（A00) 的 
。>敁限点 （《 极限点 )： 

A ( 切 /C 0 ) = w,(AOO) 

( A ( a /(^)) ^ a g { h { x )))\ 


把/的〃周期点变成 S 的《周期点；把^的非游荡点变成#的非 
游荡点，苏等.一句话，拓扑共轭的两个系统，有相同的轨道 结构. 
因此对动力系统的研究来说，拓扑共轭的两个系统可以认为是一 
样的. 

对于许多沾形来说，拓扑共轭的要求似乎太强一点.于是人 
们、1求某些较弱的关系 ，其中 之一就诂所诏0九 : 轭，即限制迮各自 
的 G 柒上的拓扑共轭. 

定义 4.2 系统 f 和 E 称为是 O 共轭的，如采疗在冏払 h 
Wf ) — 飙容）， 使得以下的图丧可交换： 


公 （/) 


noa'y 


0 ( f ) 



叫） 


k \^( g ) 



^ U ) 




显然 U 共轭也是一种等价关系. 

以下的问题具有十分重要的 意义： 什么样的微分动力系统在 
“小扰动”之下不改变它的轨道的结构集的结构）？这就是所 
谓结构稳定性问题稳定性问题），厲于微分动力系统研究的中 
心间题.要明确地给出结构稳定性和0稳定性的定义，先要解释 
什么是所谓“小扰动' 为此，需要引人映射空间的拓扑.这些将 
在以下两节中进一步讨论. 


习 題 

4.1 设/，心 X — X是同胚， A 是从 f 到 t 的拓扑共轭，求 

(0 a 是从 r 到广 1 的拓扑共轭; 

⑻ A 是从产到#的拓扑共扼 ( VOZ); 

(m) 是从 if 到 f 的拓扑共 


§5映射空间的拓扑 

设 f/czM 是一个开集，我们賦予映射集合 CO/,R -) 以所谓 
即“在任何紧樂上直到 r 阶微分一致收敛的拓扑'我 
们士这拓扑的基本邻 域系. 任窻 f ^ O ( U 3 R-) 的基本邻域 
形如 


双⑽， s) 

- {secxu, R^lsupliD^w - z>，/OOII < 8, 

* ex 

； 0, •■-,r}, 

这里 A：c：y 是任意紧集， b 是任意正实数. 

徭要说明的是 .• 丨阶微分是一个丨重线性映射， 
11^5 w II 表示这/茧线性映射的范数.依照我们对和 R •的 
范数的选取， IPiOOU 可以有几种形式不同但彼此等价的表示， 
例如可取 



\\ D ^ gCx ')\\ ^ max 


2 


dx » - “ dx 々 


读者容易验证，按照由上述邻域系给出的拓扑,收敛性意味着 
在任惫紧集 KCU 上直到 r 阶微分的一致收敛性. 

这拓扑是可以距离化的.寧实上，我们可以把 t / 表示成可数 
个紧染之并集 


V 


U 

I -i 


例如可取 

人 ’,一 {h "I 卜 I </， p O , ，\£/)>十}， 


这窀丨 * I 去示 R " 中的范数， p 表示中由这范数给出的距离. 

对任意紧集 Xczl / S 记 

11 樣 r> _ max sup || Z > K:)IL 
0 < i<r x (：K 

我们可以在 C 乂 U ， R «) 上引入距离 


土 （ f ， g ) 向 


s 


WI - sYk ) 

2'(1 十 11/一列记 )• 


这距离决定的拓扑与我们上面给出的拓扑一致. 


现在考虑从 c 微分流形 Af 到 C 『微分流形/ V 的 C 映射的集 
合 C 『( Af ， W ). 与上面的做法类似，我们也可以赋予这集合以 C 弱 
拓扑.这在某种恁义下也是“在任意紧集上直到 r 微分一致收敛 
的拓扑' 但在这里我们需要把紧集分成若干块，使得每一块落在 
—个局部坐标卡 （ chart ) 之中. 

设 f ^ CXM . N )； ( f /,( p ) 和 （ PM ) 分別是 A / 和; V 的局部坐 
标卡；疗是紧致的， /( U ) CI ^ KCZU 是紧 致集； s 是任愈正实 
数.我们置 


麵 {g( ： C(M,W)\g(U)CZV 9 
\\4rogO(p^ — ^ o / o ( p " 1 || J > < 8}, 



以所疗这 种形式 的艾合为子适生成的拓扑，称 A C W 柘扑. 

本朽上更涉及 Af = A / 足紧 ft C 流形的 Vr 形•以 D [ ff ( A /) 衷 
示 A / 到自身的 C 傚分同胚的染根杇流形论的研允3珀： 
Diff (. W ) 是 C '( AGM ) 中的幵災•以 F ， 凡 i : A 到 n , ff ( Af ) 中的 
^拓扑，均指它作为 CXM . M ) 的子级诱牙出的拓扑. 

§6结构隐定性4 稳定性 


设/是 nifftAf ) 中的…个等价乂系.如汜 /f DifP (. U ) 不 
在的^等价类包含扑屮/的一个热域（涣句 沾 i : i : C 邻近 
/的 g (: DifP ( M ) 都与它彳等价），则称/是 c '- w 沒定的.恃 
别地，如果，是拓扑共轭关系或者是 O 共 Vii 关系，则片 W 样的#衍 
定性为沽构稳定性成六 o 稳定 rt . • 

结构稳定性勹^稳定忡说 f 敝分动乃系统硏宄的中心问 ®. 
下而烚出它们的史 H 休的定义： 

定义64 /€ \ hf ^( M ) 你为 ii 砀定的 （ e -0 隐定 

的〉 • 如米作/ /LC 扑巾的邻娀分, ima ：2. ^ ^邡与 
f 拓扑共轭 （ G 共轭 X 

CWi 沟稳定的系统 & CT 小扰动之卜_不改货戌轨 
道结构集玷构）. 

在微分动力系统研丸中，沙及甙多的认 ( C *-^ 
稳定性). 4这种悄肜,我们一般汶：與叫确地说出％ 1# 这个限 
定 W， 而 H 是简单地你为结沟隐记件 （P 谂记性). 

在试些问构的研究中，还幺沙及到/ ff 坫不变 J?. /I的結构 a 
定性和&兑焱 p 的 w 郎结 r 】 ◎定 性. 下】种來介绝3 s m 
念. 

定义 6.2 设 .\ ni — 个 c ， 微分旋形， r < z\f 0—个斤 
f^C r (U 9 M) 沒认 U 到免粜 /( U ) 的阽分阶11：， AC'V 枝 / 的一个 
紧致的不变眾，4足4 a / 的拓扑的 m 个 n mim 
1 在/!是 c ， 姑林觉的，如果对任 CJ e > U ， ^{£ f (£ 0{ L \. M ) 



中的邻域0/，使得对任令/，存在关于#不变 的了鬼 
和同胚 

h ： A—^ A t 

陳 

(i) dihix^^r) < e> A ； 

( ii ) hof \\^ goh \ A 7 即下面的图表可交换 



A t - 


易见上述定义丈际上+依赖 于距禽 J 的具沐 选扦. 

/，:不变枭 A 上的结构稳定性该味经过 C 小扰动， f 的 
不龙染 a 不改变其动力结构，仅 ka 中各点的位 a 有少许移动. 

定义 6.3 设 （/， ycMa 开集， /€ CT ( t /， A /) 和 8^ a { V , 
M ) 分别是到各自的象粜的微分同胚， P ^ U 9 q ^ V m 我们说 f 在 
P 点与#在4点是局部拓扑共轭的，如果存在 P 点的幵邻域 U，(Z 
u 9 q 点的斤邻域 V r dV 和同胚 

hi —KUW). 

满足 

(0 力 00 — 彳， 

( ii ) h ( JJ ， 卜 XT ， 

( iii ) kof \ U f ^ goh \ U f 9 即下面的图表可交换. 


tr --- WW ) 



定义 6.4 设是幵槊， f ^ CXU y M ) 是到其象槊的澉 
分同 M，M k 我 fi ] 说/在 P 点是局部结构稳定的，如果对于 
P 点的任葱邻域 ret /， 存在 f 在 CXU . M ^) 中的邻域少/,使得 
都在某点 y 与/在？点局部 m 扑共轭. 
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题 


6.1 (基本假设同定义 6.3) 如杲 P 不是/的不动点，4不是 
兄 的不动点，则/在 P 点与在4点总是局部共轭的. 

由此，我 们看到 ，局部共扼的概念仅仅对于不动点才不是平凡 

的. 

62设 P 是/的《周期点，4是#的《周期点， f 在 P 点与 
^•在4点局部拓扑共轭. 试证： 存在 P 点的开邻域4点的 
开邻域广和同胚 

h : U . U /( U，)U … UW )-^ 广 )U • ■ • UfOO , 

使得 

hof^\U , ^ g^h\V\ 卜 1 ， 2 ，".，《. 

§7 半动力系统 


上面的讨论涉及的都是由同胚 （ c 微分同胚)生成的系统.如 
果我们更一般地考虑连续映射 （ CT 映射）的 迭代： 

尸_以， f ，尸，尸 ，…， 

这样得到的系统就是拓扑半动力系统 （ C 7 微分半动力系 统). 与 
上面的讨论相类似，我们也可以引人与轨道有关的各种槪念，也可 
以定义拓扑共轭以及各种稳定性.但要指出，这时一般只能涉及 
非负整数次的迭代.例如只能讨论 U 极限点集而不能讨论 a 极限 
点集.所谓轨道只相当于原来的正半轨 

0^0) -伙 OOlyz+h 

游荡点与非游荡点的定义只涉及正次数的迭代，/的不变集 a 应 
满足的关系只是 

KA)CZA. 

其他定义也作相应的改变. 

半动力系统轨道的一个特殊现象是可能出现非周期的有限轨 
道. 例如：如果 ^ j £ Per (/), 但存在 N , 使得 rW € Pcr (/), 


• 12 • 



那么 Orb/O) 就是非周期的有限轨道.为了槪括周期的和非周期 
的有限轨道，我们引人亨卓和寧的 胺念. 如采 
存在 m € Z+ ， 使得广00^ Pcr(/) (注 i 相= 0 ， r € Pcr(/) 
的佶形） ，则称 x 为 f 的终于周期点 • /的终于周期点的染合记为 
EP «(/). 显然有 


P^(/)eEPer(/) « U 广 Of(/)). 

付一 fl 

对于半动力系统，一条轨 遒为 有限轨道的充分必要条件是它为终 
于周期轨道. 



第二章 Sarkovskii 定理 


本章和下章分别介绍线段上半动力系统的 Sarko ^ skii 定理和 
圆周 J ： 动力系统的旋转数理论.通过这些材料我们看到 •_ 即使是 
半动力系统和动力系统的最简单的模型也呈现出丰富多彩、引人 
人胜的图景.这些材料本身也是很有用的.近年来由于有广泛的 
应用而引起人们很大兴趣的 CKios 研究，即起源于本章中所涉及 
的某些问题. 

当然，一维问题的处埋方式往往有其特 殊性. 这里的证明一 
般不能推广到高维悄形.这一点也应加以注意. 

§1定理的陈述 

我们把 R 中的闭区间称为线段.本章讨论线段/ — [0, 1] 的 
连续自映射所生成的半动力系统.一个自然的问题是：这样的系 
统可以有怎样的周期轨道？周期为1的轨道（不动点)很容易从图 
示中 看出： 函数图象与“对角线#的交点表示不动点.周期> 1的 
轨道却不具有如此明显的 II 何直观.正因为如此，虽然人们研究 
线段到自身的连续映射已有久远的历史，但是一直到近期人们才 
发现，这样的映射的周期点的周期呈现出令人惊异的整齐的规律 
性.这种规律性由 A. Sarkovskii 在 1964 年证明的定理所揭 
示(参看 HO ]). 

先介绍 Sarkovskii 序.按照下述方式给自然数®新排列次 
序： 首先排列所有大于1的奇数3,5,7,接笤排列所有的形 
如3 X 2, 5 X 2, 7 X 2, …这样 的数； 然后排列所有的肜如3 X 2% 
5 X 2% 7 X 2%…这样的数 ，…; 依次这样排下去，最后再按降幂顺 
序排列所有的2的方幂…2%2、2%2, 1. 如果用 <] 表示这种顺序, 



我们有 

3<]5<]7<]*.-<]3 X 2<]5 X 2<]7X2<1 
… X 2 J <]5 X 2 2 <\7 X 2，<]… 
•••<]2 4 <32 3 <]2^2<11. 

定义 14按照上述方式给自然数排列的顺序称为 Sarkovskii 

序- 

Sarkovskii 定理陈述如下. 

定理 1*2 设 /:/ — R 是从线段 f « [0, 1]到丈数轴1{的连 
续映射.如 m /具台周期为仍的周朗点，它就具有按 s ar kcwskii 序 
排列在 m 之 a 的一切自然数为周期的周期点，即具有一切周期 
<]^的周期点. 

注记 1.3 这里稍微拓广了周期点的定义. • 设 f : 7 — K 是连 
续映射， m /; 如果存在 aN ， 使得 h 

则称 < 为/的周期点，并把这样的〃中之最小省称为 
x 的周期./的周期点的集合记为 p ^(/). /的周期点的周期的 
集合记为 pp (/). 注意： PeK /) c / 而 pp (/) c : n . 用这些 记号， 
上述 Sarkovskii 定理可以陈 述为： 

m € PP (/), m <]« =>« € PP (/). 

Sarkovskii 定理的原证 ㈣ 有一 些含糊之处，后来经 StefemW 予 

以澄清.以后又有不少作者给出了简化的证明.在以“几节中介 
绍的证法厲于 L . Block , J . Guckenhciruer , M . Misiurewicz 和 L - 
S - Young (参石 [12]), 证明虽然富于技巧性，却是一些极简单的 
事实的反复运用. 


§2 一些特殊情形 


Sarkovskii 定理长期不为西方学者所知.到年， T . 丫. 
Li 和 J . A ， Yorke 才又重新证明了该定理的一个特殊 情形： 如果 
连续函数/: /- R 具有3周期点，它就具有一切周期的周期点. 
C 参看 [13], 该文的重要:&义在于它第一次提出了 Chaos 的槪念, 



幵辟了一个 4 要的研究方向 .） 我们先来介绍这一较简单的特殊情 
形的证明. 

定义24设 / CK 是给定的线段 ， /d — R 是连线映射， 
LC ：/ 是 J 的子线段.如來我们就说 K 能够/覆盖乙， 

记为在不至于引起混淆的地方就简单地记为^一4>1， 
甚至尺 — 

以下设是给定连续映射，而八等為示 /的子 
线段. 

引理12 / C / 是线段=^/(/)是线段. 

证明.这是连续函数性质的简单应用，留给读者作为练习 
引理13我 们有： 

/ 

K ―[>厂令=>彐 /— [ r 9 8 } dK - 今 •/(/)■ L . 

并且可以要求上述子线段 J 是极小的，即 J 的任何真子线 R /,都 
不能使 /( 人）_ L . 

证明•记 L - [ a , r ]. 因为所以存在 a f/ ?€ A ：, 
使得 / O ) _ h /( 〆 ）《« r . 不妨设 a <^( a >^ 的悄形可类似 
地讨论).记 


y — sup{^ ^ 尺 1专 < 〆• /(f) ― <t}, 

8 — in£{n t A： !r < 乃， /O) — !■}• 

则 lr 9 5 ] 满足要求 .□ 

引理 24 中有不 动点. 

证明，设 K _[< T , r ]. 由引理2.3,存在极小的 
尺，使得 / O ) — 这里 c 7<«<#< r . 可能出现两种 怙形： 

(A) /(a) — a < a, /(〆 ）一 r > 

(B) /(a) — r > a ， /(/?) — tr < ^. 

对这两种情形，都存在 5 f U ， 〆 】， 使得 /<«)-?. □ 

引理 IS 如果 

―0,2— £>••• ―> 匕― —0 K — t>/t» 
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那么 


证明 t 由引理 2.3, 存在 ],CZh (；- I , 2, n \ 使得 

/(/«)_ 夂， lOi - i ) ― JiO ^ 2,** - 因为 

r 

Ji ~ 

所以存在欠 € Fi X ( r ) ru " 使得 p -' MejfO - i ，2 ,.”，ax □ 

引理 16 

(0 rw « 的周期》能整除况 

Oi ) 设 f 是/的《周期点，爪与《互素，则怎是 r 的*周期 

点. 

证明.留作练习 .□ 

定理 2.7 3€ PP (/) =^> NcTPP (/>. 

证明.首先，我 n 指出一项简单的 亊实： /的任意一条3 
周期轨道 r , —/( X 。），- /(^),总可以适当地重新编号为 

〜 yi -/( y 0 ), y ,_ f ( y ,)， 使得以下两种情形之一成立 

(A) y 0 < y L < y 2 ； 

(B) y a > y 4 > y,. 

以下不妨设 3 周期轨道 A , A _ — /( a ) 满足 

Xq <C x t <Z x 2 . 

记 

K — [ r 0 ， r 山 J = lx l 9 x 2 ] 9 

则有 

C_f J ^ — 

对任意自然数 3, 考虑以下的 / 覆盖关系 ： 

J ― t >/ ―> • ♦ • — —£>尺一 
s - v - 

171 — 1 

由引理 2.5 可知，存在 ^^ FixCDfiy , 使得 

fmKi 麵 “… ，扨 一 1) ， r -i (o 石 k. 

下面指出 HO 不是3周期轨道中的点. 
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W 1. 3 不能整除 m. 这时 .rti, 心 i Fix (D , 所以 

1KO _ X ,， i =» 0 , 1 , 2 . 

增考 2, w =- 知•这时因为 m 3 , 只能有 w 1>5. 

而周& A , A , h 中的任意点不能在 / 中接连停留 2 次以上， 
因而 1-0,1,2. 

对两种情形 都有： 

rw 6 mtjO = fm int/C. 

从而得知 / a ),---, n ) 两两不同，而 s 确实是 / 的相周 
期点 • □ 

设 AC /. 如果 /01) C /1, 则称4为/的不 李寧. 以下极简 
单的事实也经常要用到. ’ # * 

引理28周期轨道是不变集，并且它没有非空不变的真子集 
证明.显然. □ 

以下定理是 Sarkavskii 定理的另一特殊倩形. 

定理么9 

(i) m€PP(/),« >2=>2^PP(0 ； 

(ii) 2^PP(/)=^2 W - 1 €PP(/). 

证明. 

(i) 不妨设 m 是 >2 的周期中之最小者.把 f 的一条《周期 
轨道中的点 f 冬个 

x 9 < x t C • • • <Z : r m _ u 

记 


h — (/ — I ， • • • ， w — 1 )• 

由于周期轨道没有不变的真子集，对于任意 I ,其象集 /( 心）必 
定包含一个与/,〃不同的乙〃： 

在抑_1条线段 6(/ *=■ 1 ，…， w — 1) 之中，必有/, 〆 -•， 
/ j p ( 1 < P < ^ — 1) 使得 

' — [>/；, ―>->/,>— > h i9 

^ ^ +1 0 ― 1 — 1). 
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于是，存在 ^^Fixc/on/,；, 使得广乂 §： K/,p 1 . -% p . 

这意味着^有7周期点， iCq < p < m - K 由扣的选取 O 足 
>2的周期中的最】、者），1<?<2.于是只能有？ _ 2. 

( n ) 先考虑《 = 1的 倩形. 如果:^。， A 是/的一条2周期轨 
道 ， S /=[々，〜]，刚由/(7)3/可知/在/中有不动点.其 
次，设《>2.这时尸~有4周期点，因而有2周期点（由 （ i )). 
即/有 2" t 周期点 .□ 

§3基本引理 

在定理 2.7 和 2.9 的证明中，我们看到 f 覆盖关系的分析起苕 
关键的作用.以下我们把这种关系的表示阁式化. 

定义31把/的某些子线段表示为顶点，把这些子线段之间 
的/覆盖关系表示为箭头，这样作出的/覆盖关系的图示，称为 
/沒盖图.例如 



下述引理在 Sarkovski: 定理的证明中起关键作用. 

引理 3.2 设连续映射 /j — R 具有非不动点的奇周期点， W 
是 f 的大 T1 的最小奇周期， x 是 f 的一个 m 周期点.于是，轨 
道 OrbOOf {x, /(>),•♦•, 把线段 7 = LminOrbOO, 

max ObO)] 分拆为仿一 1 个两两无公共内点的子线段（这些子线 
段的集合记为我们断言，对适当的编号，这些子线段的 f 覆 
盖图包含一个如下形式的子图： 
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这里两两不相同；从“- 1 到所有的奇数编号的顶点都有箭 
头- 

例如，当3时，上述 f 覆盖图即我们在定理 2.7 的证明中 
所熟悉的 

证明.分成若千步骤. 

m r f . 先证明存在/,€淡满足 — g (为简便计，我们用 
记 号&二 1代替 > L ). 

记 /US = minOrb ( a :), v maxOrb (^). 则有 /(/*) > ^ /( v )< 
A 又记 

a 也 rmx{y ^ Orb ( x ) [/( y ) > y }. 

则在麥中存在以〃为左端点的线段 

/i — U ， 厶 ] • 

显然 M > b . /( 办）<«，即 

f (/ i )3 / u 

归纳地定义 j , c ：/ o - i ,- A ) 满足以下条件 

( A ) Ji 的端点 COrbGO ; 

(B) /*— J1SJ2S … Sj 4 M J. 

为此，我们置 
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/i+j — [niiiiC/OOnOrbC^)),max(/(//)0 Orb(^))]. 

显然有 

i- 

尚须验证 JrCZJ t + 1 . 对于 i _ l , 我们有 

itC/(/!>, 

^norbwcK/onorbw. 

因而 

Ji ^ Infiin(7, riOrb(ac)), maxO, fl Orb(flt))] 

C[min(/O i )nOrb(flp)),max(/C/ 1 )nOrb(3f)] — J 2 , 

设已证则有 

Ji 隠 [min(/(7/-i) 0 Orb(af) ), max(/(/^,) fl Orb(af))] 

C [ ^(/(/On OrbO) ) ， max(/(j x )n Orf>(^))] 

— 7/+ i . 

因为周期轨遒没有不变的真子集，只要 y ^ Orb(*) f /(/>) 中就必 
定含有 OrbW 中不在力中的点 ， 因而 Ji ^ J i + t . 因此，存在 
々€ N 使得乃一人 

fHf . 证明存在有 i k €^ 9 i k ^ i l 9 使得 /d 
在第一步中我们得到的 / i - 满足 

b , Kb ) < 对于这〃和 \ 我们置 

A ^ {u €： Orb(ar) | ^ i/} t B ™ (e/ 6 Orb(«) \ u ^ 

因为# j -H #B - # OrbC 0 一州是奇数，所以必有笋 #5. 
以下设(相反情形可类似地讨论).由于 / lObO ) 是 
一一对应，不可能有所以一定存在奴使得 /<>) 
€乂记 

c ■= max{ tv 6 € -4). 

则因而存在线段 l k ™ [ r , J ] 满足 c < d <, a % 

/O) < a, Kd)>^ BP l K ^U, /(/ 4 )3f u 

第 四步. 若线段 K 的端点厲于轨道 OrbO ), 淡， 

• # « 

则必存在 Ai € 妒， MCZK f 使得 M — 
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事实上，由引理 2.3, 存在 N -[ a ^]< ZK 9 使得 f ( N ) 〜 L , 
并且~是具有此性质之极小者.于是有 

(a ， P)nOrbOO = 0. 

因而存在唯一 Xf €^ 满足 

[a^]^/VO ： \{(ZK f /(M) ： D/(‘V) 漏乙 • 

第五步，利用上一步的结果，由 

« « ♦ 

G "" Jl — /2 —…— 一 , 戎 —A ， 

我们可以依次确定 / V1 » /^ •…， 穿，满足 
八 C /, (/«-々一1，| 一 2, •…， 2); 

…—/々-，一 ~一/“ 

这样，我们得到/覆盖 图： 






^ Af . 在形如 （3.2) 的/覆盖图中，必定存在一个长度最 
短的/即\^小的.对这个长度敁短的图 应有： 

( C ) 各/,两两不同； 

( D ) 不存在/覆旒关系 

If ^ ^r +< (r ^ + — I); 

( E ) 不存在/ M 盖关系 

-2)； 

( F ) 々 • m — 1 1„ 

( C ), ( D ), ( E ) 之 证明： 若不然，则圈可以进一步缩短. 
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( F ) 之 证明： 如果 々# m — 1， 则有 / 覆 盖关系 

h - W a / * —*/i (1 <i \ ^：m 一 2 , k . 奇）， 

或者 

/ ▲ — — ••• — l 先 " T * ^ I (々名 ’” 一 3 ，々偶) ■ 

于是/有祅< m — 2) 周期点或者《+ 1( < m — 2) 周期点， 
与 m 是/的大于1的最小奇周期的假设相矛盾. 

第七步.对于的情形(相反情形可类似讨论），我 

• 畢# 

们有 •. 

( G ) ^ 中线段在数袖上按大小顺序排列 如下： 

f m — i ，//»■，，•••，’4，’2，’1，’3，一 ‘， I m - 2 ; 

( H ) 

事实上，对于 UM ], 我们有 

/(>)> 办， /(△)<( (3.3) 

因为 h A 不是 2 周期轨道，所以 (3.3) 中的两个式子不能 同时为 
等式.又由 ( D ), /(/ 4 )只能覆盖麥中的线段 A 和/ 2 ,所以 
(3.3) 中的两式必有一个为等式，另一为严格不等式.不 妨设： 

/(^- h /(O < ^ (3.4) 

(以下我们将®到， （3.4) 实际上与前面的假定 # j ># B 相一 
致，相反的情形可类似地讨论 •） 记〜(；-0, l f •••, 
w — 1). 则= tf ， a , A 和七/(^)在数轴上的排列如下： 


h /« 

J _ 1 . _ - - T _ 

a a °i 


因为 lO^Ii S KO 所以必定有 a 严 fOh )> h ，又 
因为 /(/,) 只能覆盖多中的线段込，所以 与〜 相邻. 

、 ri I 7t u -t - 

a t (to 


逐步运用类似的推理可知: 
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( I ) 的右端的左踹 ，• 

(J) 的左端/ 2 ，+丨的 右瑞. 
由此，我们得知 


( G ) ^中的线段在数轴上排列如下 


’m-" ^«1-3 9 * • 9^m-7m 

又因为与/的公共端点映成 / w - 3 的右端点，并且 /(/« ,> 
3/,所以有 

(H) /(U3GUMJ … Ufw 

至此，我们得到了 /覆盖图 



基本引理于是得证. □ 


§4 Sarkovskii 定理的证明 


本节最后完成 Sarkovskii 定理的证明. 

定理 4.1 设 /••/ 〜 R 是连续映射•则 

m 6 PP(/), m<\n rt ^ PP(/). 

证明 • 前面几节中所证明的事实已足以给出 Sarko^kit 定理 
的一个完整的 证明. 下面，我们分析可能出现的一切情形，列表指 
出 Sarkavskit 定理的断宫均已获证 • 



设自然数的一个子集5^ 则 S 中必定 

含有一个按 Sarkovskii 顺序排列在最前面的数.我们称这数为集 

合 5 的 芎吞餐 

Iff I \ p (0 之首元素为奇数《 > 1. 

应含有 

之奇数 


> 


> 


切偶数. 


J 2 q < m ( < m 之偶数 ） J 

PP(/；> 之首元素为 2/ M(M 奇; >1 乂 
=•产以 M 为> 1之最小奇周期（参看后面的注记 
4.2). 由情形1可知， PP(0 应含有 

f2V (r 奇>从）， 

V G 偶) • 

增 f f PPCOc^fU-o，^， •■十 

定理 2.9 所论及的情形 .□ 

注记42在定理 4.1 的证明中，我们用到这样的 事实： 

设 2'Af (W 奇 >1) 是 PE>(/) 之首元素， 卜 〆 , A />1 ■则 
C 是/的周期点 O f 是 S 的; V 周期点. 

证明 • 设 C 是/的 W 周期点，则 

0 (c ) 二 g K (0 - ^ X (C)^C(^< V). 

因而 C 是 g 的 /v 周期点. 

•年兮设 e 是 e 的 w 周期点， w > i •则 
•… f lN (0 - g N CO - C. 

因而 C 关于^的周期 P 能整除可设 p -2 A K(A</, 欠奇）. 
如果 A</, 那么或者尺奇> 1汐一 2*尺<32 ; 对•与 2 ; M MPP(0 
的首元素的假定矛盾;或者 C 是 s 的不动点，与 2V>1 矛 


o 由以下 / a 盖关系可知 




盾 4 因而 h ^ l t 


VK 1 2 l N , K\N. 


又因为 

所以我们得到/^«义即£关于/的周期 □ 
注记 4.3 在我们对 Sarkovskti 定理的陈述中假定 f 是认 
/到 It 的连续映射.其实，同样的证明对 W 任意线段 K 釗 R 的连 
续映射或者从 R 到 R 的连续映射也完全适用，因为我们在证明 
中只涉及一条周期轨遒所界出的线段人 
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第三章圆周自同胚的旋转数 


圆周 i ‘ 是 / gq 单的紧致（无边)流形，硏究圆周自映咐时，将 
它提升为实直线 R 上的自映射，是很方便的. 

我们先简要介绍覆迭空印的概念. 


§1覆迭空间 


定义 U 以 Y , z 是 Hausdorff 拓扑空是连 
续映射.如果对任意 = t z 存在=的开邻域 vr , 使得 w 乂…）为 
不柏交的开 m 的并集 


-】(叱 ）= u 匕， 

06 A 


并 R 对每一 ad ， Mr - 是认 匕到 W 上的同胚，贝:称 Y —z 
为凝迭映町，称 Y 为 Z 的澴迭空间，称上述为允许开邻域或者允 
许开集. 

注记 1.2 冇的作者在覆迭空间的定义中要求空间 Z 是局部 
迨路连通的，并要求上述允许开集 V 是道路连通的.我们这电不 
用这些假定. 

例 1.3 把圆周 y 视为 争位模这数的 m 含 

5 1 — { 2 6 C | 卜 j I } • 

记 


^：R — 5 1 

则 — 5 1 足後迭 映射. 这是 因为： 对任 MW S 1 都有 a 的开 
邻域 


W a ^ 5 l { a} 
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使得 

t i . t - ^ / 

并且 e (^ + 々一丄 ， a + 々 + 丄') 是到上的同胚.这 m 
^ ,a - a . 

定义14设 X 是满足 Housdorff 分离公 H 的拓扑空问 ， M 
y — z 是覆达映射，/： x - z 是连续映射.如采存在连续映射 

/,即使以下阁汲可交换， 



则称 f 为/的提升. 

下面的命题说明提升的唯一性. 

命 M 1. S 设 X 是连通的 H ,， usdorff 拓扑空间 ， a Y — Z 是 
m 迭映射， l ： x -^ z 连续.如果 f 和 — y 都适/的提升， 
并且存在§€乂，使得 F (5) —厂 （ f ), 那么就必定有 F W - 
FX ^ 9 ixd 
证明.我们记 

C — { x ^ X | F ( Af ) — F , Cx )}, 

a- {(y,y)|y€ y}c：y x y. 

显然 c 乒 0 (因为已知 c ), 厶是闭染（因为 y 是空 
间).考虑连续映射 

( F . F . hx^y x y 

汉们 看到： C _( F , F , r ( A ) 是闭集 • 

又，对任说可取 TtoF ( x 0 ) — ff * Fi ( x 0 ) 的允许开邻域 
因为 

U v a 
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是不相交的并，所以有唯 一的广 •&, 使得 v . 
又因为「4 W 是同胚，因而限制于 u - 
之中就有 

外） 一 W WO ) - FXx ), Vx ^ 

我们 岧到：々的 开郑域 Uerc , 这说明 c 乂是一个幵巣. 

由 x 的连通性即得 □ 

下面，我们对特殊的 x (X _ /或者 x _ R ) 讨论提升的存 
在性问题. 


命题 1.6 设 vy — 2是覆迭映射 ，1 - [5-^5- hrleR , 
f ： i ^ z 是连续映射 ， n € y 满足 < n ) — KO . 则存在 唯一的 
连续映射 F :/ — y 满足 : roF 和 

证明.唯一性部分已见上一命题.下面证明存在性.设 
是覆盖 z 的允许开集族.则{广 1 (冰#)}构成/的一个开覆盖.设 


其 Lebesque 数为之取《 € N ， 使 # ~ < S. W ! J / ([| + — r 9 

n \L n 

々十 ~ ^ 1 - r j ) 含于某允许幵集之中（々 一 一《，一 ？ J + 1， • •• ， 
一 1,0, !,•••, «—1乂先规定 Fa )- n . 然后利用#的局部同 


胚性质逐段将/ 





士+…，/卜， L ' j 提升 • 这样得到的 F :/ - 
y 满足命题的要求， □ 


命艋 1.7 设 cY — z 是溲迭 映射， Z 连续 ， HR 
和乃 f y 满足，/(€).则存在唯一的连续映射 \ i^y 
满足 7 T 。？ -= / 和 F (5) — T} m 

证明.由上一命题，对任意 r€R 存在唯一连续映射 F r ； U ¬ 


r，f 十 r ]— 满足： 

wFrflu — r，J 十 r ]， F f (5) — ij . 

如果 R , x > r , 由提升的唯一性可知 
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即 F, 是^的延拓.我们可以定义唯一的连续映射 F:K — y 满 
足 

繼 一rj + r 卜 F" Vr^R, 

易 B 这样的 F 适合命题的要求， □ 

下面，我们讨论具体的覆迭映射 

e: n^s 1 

x h-^ a Iml \ 

命 K L8 设 ？:R — 义满足 ？ O + 1) — ？00,则？的任意 
提升 F 满足 

F(x + 1) — r(jc ) — 々( const ) € Z ， R , 

证明.对任意我们有 

Eof(x + i ) = ?o 十 i ) - — 

即 

由此得到 

F(x-h 1) 一 F(x)^Z. 

我们看到 FO 十 l) 一 FO) 是，的连续函数，并且它只能取整 
数值，因而 F(^+ D-FW 是整常谊函数 .□ 

命 M 1.9 设厂和 F l: R —K 都是连续映射？： （t —S 1 的提 
升•则 

/^OO 一 F(») — /(const) € Z ， V^r ^ R. 

证明.对任意我们有 

HoFiCr) -» /(x) ― Hof (r) f 


即 


由此得到 




e 




F l M - FOHZ . 

同上一命题的推理方式可证匕 60 — FOO 是一个整常数. 

□ 
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命题 1-10 i5 I-.H 一 K & 的提升，则对任患 h Z, 

f + ^： K^K 

x I ~> F ( 方）十 / 

也是？的提？ {. 

证明 . 义然 . □ 


§2圆周自映射的提升 


以下，我们沿用记号 


x 




定义 2.1 设 M 1 — V 和 F ： R ^ R 是连续映射，满足 


即有交换图尜， 


Hop »= fo}£ 、 



则称 F 为/的提升. 

在上而的定义中，如果记？ =/。尽，则显然？满足 

? o 十 1)«?00, 

而 F 和？满足 

EoF - I 

由命题 1.7， u ，1.9 和 1.10, 我们得到： 

定理设/义— 5 1 是连续映射，则 
<0存在/的提升 FM ^ R ； 

(») 提升 F 满足 


F(jt 4- I ) — FC^} "* 々 (const) ( Z; 

( iii ) 对任意 F ^ I 也是 F 的提升，并 S /的任愆提 
升都可表示为这神形式. 
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证明•对 ？一/ of 运用命题 l ,7 ,n 1.9 和 1.10 即得 .□ 
定义设 f ： S l -^ S l 连续， F：R - R 是其提升，则 
々一 FO+1) — 

不依输于提升 F 的选取，它不依锬于; T. 整数4由/:夕―夕所难 
一确定，称为/的映射度，记为 

如 (/)— 々• 

于是，对于^的任意提升^和任意 x € R 都有： 

F(jt + 1) — F(x) « deg(/)> 

F(x -f- m) — F {%) « /7 ； dcg(/) (m^Z). 

命 S 24 设 f , G ： R - R 分别珐/， &; S ^ S ^ 的提升，则 
—R 娃 gof ^ ^ S 1 的 提升. 

证明•由 E^F • 和 EoG 祖 g ° E 9 可得 

E^{0°F) ^ (E<>G) 0 F (^o£)op 

^ go(EoF) m» (goj)oE. Q 

命 S 15 对于连续映射 / U 1 — Y 和恒同映射 S *— S 1 , 
我们有 

(0 dcg(ir o /) — dcg(^) - deg (/)； 

(ii) dci>(ii) — 1. 

证明. 

(i) GoF(x + 1) — G(F(x} + dcg(/)> 

一 G ( 尸 CO) + deg ( 发 ） • dc^(f) 

— GoFOO + deg ( 犮） - deg(/X 

( n ) 显然 — R 是 id ： S l ^ S l 的扱升.因而 

dcg(jJ) — ( j : -I- 1) — jt — 1 # □ 

推论 2.6 设 A:y — f 是一个同胚映射，则 

— ■士 1. 

证明. 

deg(A) - deg ( 為 - 1 ) — dcg(AoA^) — dcg(W) — 1. □ 

命题 2*7 设 X 迠一个粜合， tp 9 < P 9 X ： K -* X 是映射，^ 

L 则 
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( l ) 尤单一 办_单 一 
( ii ) xm ^ 少满. 

证 HI. 

( i ) 若 vOO 函 9 >( y )， 则 

X{x) ^ - <A° f p(y) = Z(y)，Kin ^ y, 

(«) 任给 y € x, 存在 ; cG x, 使得 x^) - y 于是 <K.f>0O 卜 

y . □ 

命题 2.8 设 h ： S l -> S } 是一同胚映射， H 和 K : K — R 分 
别是 >5 和 A 1 的提升，则 

HoK ^ id+ t 9 
K°H id -^r m % 

这里 ImtZ , 因而 

(«) W 和 A ： 都是同胚映射 ； 

( li ) A 广是 > ri 的提升， H 〜 K + 这里” e Z . 

证明. 

( i ) 由命题 2.7 nj * 知. 

(") 以 K 作用于等式 HoH ^ 1 = id 两边得 

EoH/T 1 — E f 

hoEoH ^ ^ E 9 

EoH~ x ^ h~ l oE^ □ 

命题 2.9 要使 FO) — 私是周期为 1 的函数，必项而且只 
须 iF(_r + 1) — F(«) 一々 ， Vx ^ H m 

证明. 

( FCy 十 1) 一 々 (,r + 1)) — ( F (^) — 

** F ( r + 1 ) — F 0)— 々. □ 

定义 2.10 同胚心 5 l - S l 称为是保 S ] 的（反向的），如果 
dcg (^) — +1 ( dc ^( A ) -= 一 1 \ 

庄流形论中，一般地定义了 CT 流形之门的 CT 映射.但对圆 
周自映射这一特殊情形，我们借助于提开给 C 映射以更简明的描 
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定义 2，11 设 / tCW 1 ). 如果/的某一提升是 
C 映射，那么它的任意提升 P R - R 也都是7映射.这 
时我们说 f 属于 C 类，这洋，我们定义了 C 0 C 5 l , S 1 ) 的子类 


§3圆周自同胚的旋转数 


我们知道，圆周的保向自同胚 V — S 1 可以提升为严格递 
增的连续函数 F:R — R , 满足： 

F(r 十 I) 一 F(x) = I , Vx^ R 

(或者等 价地： F - id 是周期为 i 的连续映时).从任意一点 
出发，考察轨道 fWU), 尸 (5) ，… 上相邻两点所张角度(以 
1周角= 360。= 2 «弧度为单位）.我们可以用 ；r，FOO, 户 O), ••• 
中相邻两点之间的线段长度作为相应角度的 a 度（这里 f 满足 
£■00—5). 考虑平均旋转角： 

丄 i ] (户 W -， l O ) 卜 
« Iri n 

以下我们将证明：当时，上述平均旋转角有确定的极限，这 
极限不依赖于5 ( 或 r ) 的选择. 

引 S 3*1 设 4>： R ^ R 是严格递增的连续函数，满足 

+ 1 ) — 000 1 , Vx € R, 

则是周期为1的连续函数，满足 

sup$r — inf 舻 < 1- 
H R 

证明，任给 x € R ， x < y<r + 1,我 们有： 

4>0) < < Ky ) < «) + U 

— x 一 1 <1 ^( y ) ~■ y <. 少 （ r ) — x + 1， 

| gr ( x > — ^ G )| < 1, 

因而 

sup?ff 一 in 卽 ^ 1. □ 

K fi 
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如果 F 十/, /€ Z , 则 

pCjFi ) — p ( F ) + /. 

证明，对于 me IS 用归纳法易证 

F m (x + 1 ) — f m O ) + 1 ， W € R . 

记 


a*” 《， inff/m — r^), (irn ^ sup(i* TO 一 id). 

R H 

对于 N , m 9 我们有 

« *=> qtn 十 r, 0 2 ^ r <! m. 

由 

- y<^ f Vy 6 R , 

可以得到 

F ㈣ （ y ) — < /?„. 

对 p …\，2, …， q 求和得 

私 < F ^( y ) 一 y < 

特别地 

— F f M < q ^ 9 

又有 

roj , < F r OO — jr < r^ tm 

于是得到 

qa m + /a, ^ ¥ n {x) — x < + r〆 ,， 

注意到 


q q J 

rut _ I ■ I 令 

n i^m + r » 


(ff — + 00)， 


(3.1) 


■ 35 * 



我 n 屏到 


1* F ^ ,• ^ ^ ^ f^rft 


m 


名 Ilm ---- ^ lim 

. a. ^L r^ 


H^- 


n 


tn 


但 


0< ^ M -—< 丄 — 0 (的 — oo). 


mm 


所以 lim 存在，并且 

if-♦ <-« 


Ti 


—< Hm r ( 尤 ）— 方 《色' 
/« «-► + » 


n 


m 


对于另一 〆 6 R , 我们也有 

Um 


m 


n 


m 


所以 


,._ F_(V)_〆— v F-O) — .r 

li m ■■■ - ji m - 


n 


n -►+« n 


又，如果 F + !, 那么 

F ：( x ) - F 7 ^(FW + /)= F ： •(*■(>))+ f 

- Fr ? c f 2 M ) + V . 

— F 乂 x ) 十 < 

因而 

lim ZIW lini + 

n-^+oe fj 口 ， +;o n 

即 

p ( Fi ) — P ( F ) + / •口 

定义 3.3 设 /: S l — 5 l 是保向同胚， F 是 / 的任一提升.我 

们把 

p(F) (mod 2) 

称为是/的旋转数，记为 

p(f) — 1 P ( 戶 ） (mod Z) # 

注记 3*4 迮 (3.1) 中以 F 代替: r 可得 
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4 - ra K r — F rt (ar) ^ q^ m + r^ l9 
lim 丄二 ^ I<T^ 2H) 

和 „^4« n rt 今 +CO n fit 

因此，极限 lim _ /D - . f ■ u m 尤一 . ”00 存在，并且 

«i 今 + 40 _ fl n-* 4-30 72 

lim — — lim f ’⑺ — y — p ( F) m 

+ 嫌 — ff n -^+tx> n 

由此得到 

lim - r ^ rS ?^ - — « p( F) % 

« i * ♦+ « ft 

注记 3. S 由注记 3-4 可进一步得到 
p ( F ^)^ Km JZXlllLJL 

ft 

r f _ "(*) 一 ： r / r \ 

—— lim --— —p( f ) # 

一 n 

对于 々€ Z , 々>0,般地有 

lim 戶妒⑷ 一 \ Km 一 々 P (0; 

Jim F 一 〜) -{ lim F -— ⑷ — ^^(F) # 

” 4 + 嫌 n fi^+co 

K 而对任* KZ 都有 

p ( f ; ) M b ( F \ 

以下，我们考察旋转数的性质. 

命題 3.6 旋转数是保向拓扑共轭的不变极.这就是说，如果 
/» Sf S l -* S 1 都是保向同胚 ， hof — goh y 那么 

P (/) _ p(g) (mod Z >. 

证明 • 设 F ， G ,// 分別是的提升，则有 

GoH 画 HoF + 

逐次以 G 作用于上式两边，我们得到 

G m oU « f/of • + 
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^ id )) + 々• 

n n 

周期 E 数 w — w 有界，可设 

\H{x) - A：f <A/, Vx€R_ 

于是 

— 0( ”— 

I ii n n 

因而 

lin, lim 阶 ，⑽ + 次 

憾 n tt 

^ lim ^U 々， 

n^i-^o tl 

即 

p(G) — p(F) + 々•口 

注记 3.7 如果 4 是反向的拓扑共轭， W 是其拉升，那么 H + 
W 是周期函数，因而有界.同上面的揑理可证 —_ p ( f ) 十 
々•即 

p ( g ) — — p ( f ) (mod Z). 

命题3_8 p(/) 为 tl 理数的充分必要条件是/具有周期点 • 
证明-设尸(5)-5，太 12迭 U 即 ECO -5)*^ 
是/的任一盛 f 则# 6： M 6 Z， 使得 

- i - A/. 

以 F 〃作用于上式两边得 

F 埘 (x ) 运 P v OO + M — r + 2A/, 

一般地有 

p^(^) « + A/ = ^ 4- rtU 9 


由此肴出 


p (^) ■= 


Um n« 

呤 rjN N 


^Q. 


必要性.设 M ) = A/ (mod Z)， 则由注记 3.5 可得 P ( t 、） 一 
* * • N 
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^ p ( f ) - M (muri Z). 令 g f \ 将用反证法证明 Fix^)^ 0 . 
假设 Fix(^)- 0 , G ^ Z 的一个提升，则对适当的#数々# 

夂 C G 00 — ；r< 々十 1 ， Vrf R. 

令 

a = mf (G ― f id ) ，技嫌 sup(G — id ^ 9 
a R 

考虑到 <； 一 W 的周期性，我 《] 得到 

々 <C cc 4 G 00 —： r 名#<!々+ I， Vx € K. 

由此得 

a ^ C p 00 — G ^ l { x ) < ^ 

依次令 P— 1 , 2 , •••，《，将所得的式子求和得 

na ^ G n (flf) 一 x ^ n^ m 

由此立即得到 

々< a < p ( C ') <浮 < 々十 1 . 

这与 p { g )- pCf)^z 矛迠 .□ 

引理以设 Y 是保向同胚， F 是其提升，； r € B , 如 
果; V 是使得 

F N M 一 xd 

成立的蚨小的自然数， Ai - F〃 0 ) — r, 那么 M 与 W 互素，即 

(M »A/) — » 1 # 

证明. 如果 （ MA ) - 々> 1 ,那么 

M -々 AT , iV - W t N.d 
可设对于适当的有 

jr 十 i < F N ， {x) < jr 十 / + 1. 


于是 

F N, 0) + 2 < 产 CO < F N， M + / + 1, 


厂々-⑽乂太） + i 十 / + I. 


由此得到 


k}< FWOO — ； r< 々(/ 十 1), 
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hi < < hO +* O* 

f < a /' < / + i . 

但这与 Mi z 矛眉. □ 

命题 3.10 设 / 有 W 周期点，则存在与 iV 互紫的整数 M , 使 
得 


p(f) ** — (mod Z). 
N 


但 〆 /)的既约分数表示是唯一的，所以/的任何周期点的周期也 
都是即: 

PP(/) - {NK 

证明. 由命题 3.8 和引理 3.9 即得. □ 


M 集的分柝 

以下，设是给定的保向自同胚. 

定理 4.1 Pcr(/) ^ 0 ^(/)- PcrC/). 

证明. 由命题 3.9 可知 PP (/)={； V }, 因而 Pcr (/) = Fix (/^). 
由此得知 Per (/) 是闭集.设（〜幻是 S \? crO ) 的任一余区间 • 
则自然有 Pcr (/). 因而 

/ 乂 o ，《 ) ） n(a, 夕） 一 0 ， 々一 i,2,—.，/v — 1 ， 

尸 (( CC， 次 )）一 

并且有 

j 或者广00 > x 9 (a，〆）， 

1 或者 / lV W < Wxe 

这里 “<” 表示由圆周的定向在 ( a ,?) 中诱异出的颐序关系. 
以下设 TOO >x, 04). 于是有 

. ， - < r 2w oo < <^<roo < 严 u) < ■•• 

因而 

Km 广一 ci, lim f mN ix) — 
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由此艮证 o ，？） 中的点都是游荡点. 

由上面 的讨论 ，我们得到 

£ KO < ZPcr ( f )( ZQa \ □ 

引理 4.2 设/无周期点，的一个闭的申空的不变 
集， （ A 劝是/ I 的一个余区间，则有 

toOOdil 4 oc(x)CZ4 ， Vx ^ 

证明.因为 

KA ) CLA y r ( S l \ A ) czS l \ A 9 

所以 K ( r ^» 应仍是 / I 的一个余区间.对于 i ^ k , Klr 9 d ]) 

与不可能重合，否则将有/卜 *([ r ，5])-[ r ，5], 与 
Per (/) ^ 0 矛盾. 因而 { Klr y ^3)|;^ Z } 两两不相交.若以 
/(/ O 裊示弧 wc : 夕的长度 ，则奋 

lim /(” （ [r ， 5 ])〉 — 0 . 

因而 


to 00 — di(r) «= w(5)c ： /l，(r • 及 ) • 

同样可证 

oe(x) ■= a(y) ■ ct ( 冴〉 C/l, Vx6(r ， 谷) ♦口 
定理 4.3 设 Per(/)-0 f f®J 
(i) toO) 一 aOO, VArf 5 l ; 

(») 0 - Q ( f ) 是 / 的极小 m , 即它是闭的 非空的 不变染，并 
且没苻闭的非空的不变的真子鬼； 

( iii ) 或者 O 是 S 1 上的一个无处稠密的完全集，或者 O 5、 
证明. 

0) coOOczr 是/的一个闭的非空的不变集.设 （ r ，5) 是 
o ?00 的一个余区间 ， ye ( r〆 ）， 则由上一引理可知 w ( y ) dwO )， 
a ( y ) eo ， Cv ) # 由此易见 y 是/的游荡点.这样，我们证明了 

S l \ oy ^< ZS \ Q (0. 


于是 


X ?(/)< Z ^ O ) a 3(0. 



(») 设 H 是 / 的闭的非空的不变柒， HdQ ( 0 , y €/ i , 则 
Q (0 - ^( y ) cw , 因而 

( in ) 命表示巣合0的边界点集，则是闭集.又显然 
有 

dQdQ 9 KdQ) - df(Q) - dQ. 

因而： 或者 dQ = 0 9 这时由 V 的连通性可知 Q = S 、 或者 
OQ - Q , 这时 D 是无处稠密的，对后一情形，因为 Q - ^ 
( VMS 1 )， 所以任意 ye e 必满足 y € w ( y ), 因而0是完全 
柒* □ 

定义 4*4 设 Pcr (/)- 0 . 如果 Q ( 0 - s \ 则称/是遍历 
的 ( Ergodic ). 否则称/是非遍历的. 

下节将证明的 Dmjoy 定理指出，如果 /^ C 2 同胚， ^ cr (0- 
0 ， 那么 f 只可能是遍历的. 


§5 Denjoy 定理 


以下设/:^-5 1 是保向冏胚. 

引理 S -1 设 Ptr (/) -■ 0 , x ^： S \ nH 、 m ^ rt 9 / =- 
ircr ), roo ] (按 v 的定向从 ro ) 到 ro ) 的一段闭弧).则 
对任息 y € S 、 存在 r € Z + , 使得 f ( y )^ /. 这就是说 

Orb ； (y)ni 尹 0, vy € S\ 

证明.不妨设饥:以厂1，2, •••） 依次作 
用于/，得到一系列弧 


hm -I 


7 


/，卜『”、/，广 
这些弧是首尾衔接的，因为我们有 

j __, [ (怎)(方)】 

mm [广 Km—») ♦ ( 尤 ) m n)+m J 

我们断定必有一弧含有 y , 否则点列 

{/-心 * WOT Or)W€ 2 + } 

将治 s l 的定向单调排列而姶终不超过 y , 这导致存在极限 
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lim 广 /rti "、 + 州 O )— 

但这与 Pcr (/) 0 相矛眉.因而，必定存在有 r « /(wi — n ) 
d , 使得 

yn 

因而 

fy “ □ 

弓 1 理 5*2 设 Pcr (/)- 0, p 0 ^ s \ p t ^ f (P 0 ) (/f Z ) •则 
VN^N, Brj > ,Y, 使得对于夕的适当定向，或者有： 

(A^) (p [P-m* • - * , P-I, ft, ••• ， P„-i} 0 

因而 

t P—11 11 > I P—2 * jP >7—21 * ‘ •• ， \.P- n 9 P <^"\ 

两两不相交；或者有： 

(Bj^) (P k ， P^n + k )f){P- n9 •- • ， P-i ， P” ‘“ ， Pn^i) ^ 0 

(0<々</1)， 

因而 

[Pi )， I f l (\， P-^m+il 9 "•• [P «-l f P—l^ 

两两不相交. 

证明.窄了爭.在 (?- wt …， P -1， Po ， …， Piv } 中选取离 
Po 最近的点选取从 h 到 h 的较短弧的定向为 S 1 的定向，由 
引理 5.1, 存在 r 6 N 使得 

fW ( 朽 ）€(〜，&)• 

在 { P - r 9 … “_， A } 中选取离^最近的良€(九，〜）. 
显然《 — N ， 并且视^ > 0或者 s < o 分别有 （ Ao ) 或者 

( B ^) 成立. 

亭 + 半 . 我 p 指出 （ AO 今 （ A 々）， (同样可证 
(B 。） • 今 ■(<) ， ()‘ 々 <”. ）事实上 ，显 然有 （ AJ 今 （ Ao) ，（ A 丄 
假设已证得 

( A ，) - • • ， p - i ， p 。，• • • • p ，- i } — 0.以 
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r 作用于上式两边得 

，〜•，“• *?_“？◊，•■• wPn - i } =» 0 4 

我们指出： p 9 - xi ( p ^^ i 9 p m ^ i ). 若不然，由 
可得 P - i - AU …)， 因而心€0。，0，这与（乂）矛盾.这 
样，我们 得到： 

( A /+ i ) ( P _/- i ， A «“- i)n {户-«， • • .， U 。， …，浐鳶_ 0. 

引理于 是得证 .□ 

引理 S .3 若从 ft 出发的轨道心满足 （ A 々） （或者 （ B *)), 
0 <^ Kn t 并且以 A > 为内点的弧/在/逐次迭代作用下的象 
/ r = 广， ;€ Z t 两两芣相交，则从 J 中任意•一点备出发的轨遒也 
满足类似的条件 

(a*) … ， u” ， . 、啰 •_*} 麵 0 ， 

0 < 々 < 

因而 

[彳 - 1， 彳 n — I 】， [ 彳 —J Wa — 2】，..’，[ 9 m f ^ol 

两两不相交.（成者 

(B 々） 今 -” …，？ ■*，％， … 

0 < ^ 

因而 

[^0* • 3 t [ * *? n + ll，•*•»[*?• —I ，今 — 1 】 

两两不相交 . > 

证明.// - fl , j ^ Zy 两两不相交.它们在 S 1 上排列的晒 
序由其内点 Pi - 51 KPo )* 所唯一确定.口 

定 XS .4 函数 — R 称为是有界变差的,如果它限制在 
任意闭区间 ycR 上是有界变差的. 

特别地，设<#>: R ^ R 是周期为1的函数，如果屮在[0，1]是 
有界变差的，则它是有界变差的. 

定理 5.5 ( Denjoy ) 设 /：5 l — S 1 是保向同胚， 〆 /)是无理 
数(这等价于 P ^(/) _ 0). 如果/ H 有不取0值的有界变茇的 
微商（这就 是说： 1 的任奋提升 F 具有不取0值的有界变 X 的敬 



商尸)，那么/是遍历的，即珙 /) — 

证明.设 F 是/的任意一个提升，则 

F(x 十 1 ) 一 尸 00 ^ 1 > Vx ^ R v 

因而 FO ) 是周期为1的函数.又因为 

> 0, R, 

所以 

f'O) >a>o, Vr£ rt. 

函数 logr 对于 f € [5,- hco ) 满足 Lipschitz 条件(因为 （ logj ) f =» 
+ 在[心十⑺）有界），因而 

必00 — log F * ix ') 

是周期为1的有界变差函数. 

如果存在 po ^ s i \ o ( o $ 那么存在以 a 为内点的闭弧段/,使 
得 

/,«/” ， 々 €Z ， 

两两不栢交.对任激 存在〃 > w , 使得对于 y 的适当定 
向，以下这些弧段两两不相交： 

[ P-i P «*- i ] ，**■*，[户 

这里 p A - fW ， w 取 r a 迭 / v 记 

A — F 々 ( ； r a ) ， Z* 

则 力覆迭 Z ), 因而以下这些线段(以及它们关于桉数平移 
的等价类)两两不相交： 

Om ， : r n — 【 Jfj ， x_# 2 ]，■ • •， [ar 

我们来估计 

!</»( 々 ）+ <Kxi) + • • • + 

一 0(^ r - n ) 一 • ••一 

虽然 X k ^ F ^( x 0 ) ( 々《 Z) 分布于 H 上，但因为必一 log r 是周 
期为1的函数，我们可以浚示 

小 ( x ’） 一 < Kx ,f ) — < K 幺）一 必(分〉， 

这里 [ f，f ] C [0, 2] &[ x \ ，]的相差适当整数的平移•设 
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小一 log F 在 [ Q ， 2 ] 的全变 差为匕 因为 

[安 -1， ^«-|] f [分 - J ，» .， [全- _，4] 

两两不相交，我们得到 

j</>(x 0 ) -h <P(x t ) 十 . • • + (p(x„_ t ) 

— <p(x n ) - • * • 一 ^ 

注愈到 


dF ' 

dx 

df 


Ux 


Oo) — f {x n x)F i {x n . i )- • 
-⑹ ■ 


JoK 


log 


dF[ 

dF 


( r 0 ) ― 0 Car n _ i ) 4- 


)- WO - i ) 
+ 少 （ A )， 


dx 


(^) — —< K r —) …一 小 （ x _ i ). 


我们得到 




V 


< 


dx 
dF 


(^>) 


dx 

dF 


( x 5 ) ^ 


y 


dx dx 

任给设 yGR 播迭利用引理乂 3 并重复上面的讨 
论，我们得到 

dx dx 

把弧段 h - / W 的长度记为以，则 

dF k 


f^K 




dx 


( y ) 办 


这里 Ic = K 是曳迭 J 的线段.我们有: 


十 〆_• 




dr 
L dx 


( y ) 


dF 


dx 


^ ( y ) dy 


> 2 


u- 




dx 


dx 


^ 2 
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对任意 . V € N 都有《 > 7 S 7, 使得上而的估计成立，所以 

f cO 

S ^4^ + 00 - 

m — oo 

但这与 i k a ^ z ) 两两不相交矛盾 .口 

引理 5.6 设无周期点的保向同胚 h Y 是遍历的， F : 
R — R 是/的任意一个提升 ， x e R . 则点集 

{F 々 (aO + w | 々 € 2>} 1 ) 

在 R 中稠密. 

证明.对于？》 E ^) es \ 我们, 

叫⑴ 〜 Q(D =" s 1 . 

因而 Orb ,(4) 在 S 1 中稠密.由此易知集合 （5.1) 在 R 中稠密 .□ 
引理 S .7 设《是无理数，则集合 

€ Z} 

在 R 中稠密. 

证明.考虑旋转 

TaZS 1 5 1 

显然％的一个提升是 

T fl ： R->R 

X I ~> a + x . 

旋转 L 至少是 C 2 的.由 Dcnpy 定理，它是遍历的.由引理 5 . 6 , 
我们断定：集合 

{ 々 os + m\^jfn ^ Z} (T*(0) + m| 々，相 € Z} 

在 R 中稠密 .□ 

引理 5*8 设无周期点的保向同胚々虽遍历的， F 是 
/的个提升 ， a _ p ( F ). 记 

A { F 々（0) + w|^,?n ^ Z } dH , 

B { 々 a + m\ € Z}ciR p 
我们定义如下的映身 h 

H：A B 
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F^(0) + m I ~> \a m„ 


则有： 

0) W 是保序的(因而是单一的)满映射，它满足 
H(a + 1) ■ //(a) + 1 f V<j A\ 

( n ) 是连续 映射； 

(iii) H 可唯一地扩充为连续映射 

H ： K ^ R f 

扩充后的映射仍是保序的、满的，因而 s —个同胚, • 

(iv) 扩充后的映射 — R 仍满足 

H(^x 十 1 ) _ H{x) 4- 1, Vx ^ R. 

证明.首先，我们指出 H 的定义是确切的.为此须证明 

F^(0) + ■ F^O) + 今 々 a 十 一 /a 十 ”. 

审实上，如果 

F*(0) + m 一 /? ; (0) 4- « t 
以作用于等式两边就得到 

(0) + to 一 t 

因为 PcrC /) - 0 * 所以只能有々下面，我们验证 
(i) 一 (iv). 

(i) 显然 — B 是满映射，我们来证明《娃保序的，即 

F*(0 ) 十 m < F^O) + « 今 々 c» 十 m < 十 ；*• 

以作用于不等式 F ^(0) + ^< F '(0) + « 的两边，我们得 
到 

F ^ CO ) + w < «• 

F <_ i (0) < w — fi . 

F #U-/)(0) < p( m — fl ) # 

由此可得 

如果 

々 一/ 
u ^ m 

> izry , 如果 K<L 


a 


Hm 

>-•+» p (次 一 /) 


• 48 



因而 


(今 一 l)a <! n 一 m , 

-h m la -h n ^ 

又，对任意的 a ^ F *( 0 ) - hm ^ A , 我们有 
a + i ^ F 々(0) + wj + l ^ .4 9 

并且有 

H(^a 十 l )«=*々 a + #»+la H ( a } + I . 

( ii ) 任给这 € W 和 e > 0, 记 H{a) — b^ B ； 由丑在 R 中 
的稠密性 司知： 存在使得 

b — t < !>• < b < h" < b 午 B. 

设 /， 满足 H ( a .) = b ’ ， f ， 则有 〆 
因而对任逢 x ^( a \ a / f ) f]A ^ 

b & < b •喔 H{a) < //O) C H(a rf ) < b B. 

这证明了 — S 的连续性. 

(〖 iO 首先指出任意 -v € R \^ 都是 X 中单调序列的极限.由 
3 的稠密性，任给 yGR , 存在 W 中序列 {〜} 满足在两 
集合 


(— oo ，： o 和 { 〜 }no,+oo) 

之中，至少有一个是无限集*若 {^.} n (- co f x ) 是无限集，则可 
选择 W 的子序列 MU ； 否则，可选择 U } 的子序列 { a 9 .} 

其次，对于^中单调收敛于的任意两个序列和 
{<}，我们指出和 { H ( a n )} 收敛于同样的极限.分两种 
倩形讨论. 

mm i. m t { 乂 ” 龙 _ 

ikA 对任意取定的当 V 充分 大时， 

Qn X 9 


s 而 
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lim / i ( a w ) < lim 

+ ff ^ 4 - <o 

同样可证 

Km H ( a „) ^ lim H { a n \ 

^-^+^0 9V -^ + ^ 

i ^ n ) f { a »} i 
蚣形 a 然有 

a n < x < a n9 

如果 

limH (必） ， 

则存在 S , 使得 

limH ( a „) <! A < 二乂 

又存在 ye 使得/ /( y )~ t 易见 

< y < a “ 

由此可得 

x *-» \ima„ •*= ]ima H —* y ^ 

这与 ; r € RV 4 的假设矛盾.因而只能有 

limH ( a fl ) = UtnH (0, 

由上面的讨论，对任意的 £6 R \ J 可唯一地定义 

H ( jc ) "= limH ( a lp } > 

这里{心}是 d 中单调收敛于 x 的任意序列.这样，我们把映射 
H ： A ^ B ( ZR 扩充为映射 H ： R -> R . 

容易证明这样定义的 H 仍是保序的，即 

x 9 y 6 R s r < y => HO) < W( y ). 

仿照 GO 中的讨论可证明 H : R — R 是连续映射.又，显然 
f /( R ) =* R . 因而 H；B -► R 是一个同胚. 

( iv ) 设 d 中序列 { a ,} 单调收敛于 x € R \ A 9 则序列 {〜 十 
单调收敛于； r + 1 SRV 4. 因而 

H(x + 1 ) = UmH(a a 十 1 ) 

_ Utull(it n ) + I /fix ') 十 1. □ 
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定理 53 设无周期点的保向同胚 kf — S 1 是遍历的， 
其任意一个提升 ， a _ P ( F ). 则/拓扑共轭于旋转 

证明.定义同胚 — R 如引理所述*易见 

HoF(F*(0) + m) ■ H(F^ +, (0) + m) 

••(々+ I )a -h m 
一 ci + H ( F ^(0) + m )， 

即 

H°F| j — (a + H)lA. 

由/在 R 中的稱密性可桫 

FloF — cs + H. 

因为 

+ i . Vat 6 R , 

自然有 

H(H ^y) 4 - 1) —+ 1 — y + 1- 
所以 H 的逆映射满足类似于 (5.3) 的条件 

H^(y 十 1 ) 一 //^( y ) + 1 ， Vy € R . 

因此， H 和分别决定了连续映射 

和 U — 义， 

满足 

A ©£ ™ 和 h f oJ * — EoH ~ l • 

因为 

h'ohoE = E ' 1 -■ £ •■• td<>E % 

而 E ： R ^ S l 垃满映射，所以 


同样可证 

h oh 

idis 1 


hoh ’ 一 

id ： S l s \ 

因而 A ； S ' - 

■* ^ 是同 M ， A — 1 ■ 


又以 E 作用于 （5.2) 两边，我们得到 


，是 


(5.2) 

(5*3) 

(5*4) 
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第四章扩张映射 

从这一章开姶，我们着眼于半动力系统和动力系统的轨道结 
构的稳定性问昭. Shub “ d 符 证明： 紧致微分流形 M 上的任意扩张 
自映射（作为微分半动力系统）是结构稳定的.本窣仅就这 
一特殊情 形证明 Shub 定理.这里的证明虽然简单，却是以后涉及 
结沟稳定性的许多证明的雏形，请读者细心加以体会. 

§1圆周 C 自映射的拓扑 

我们回 忆起： 对于 C ^ CS 1 , S 1 ), 如采/的一个提升 （7 
( ft , 10,那么/的任意提升 F + UCr ( R , R ), 这时我们说 
f ^ C (5 S50. 下面，我们借助于提升来描述圆周 C 自映射的拓 

扑， 

定义11设 /， mct ( s % 夕).如果/的一个提升 f 与《的 

适当的提升 满足 

• ♦ 

11 F — (7|| c 『—max supl^FC*) - D f G (x) 1 < e, 

& <7 <• * ♦ R 

我们就说/与£彼此 cr - s 接近. 

引理 1.2 如果 e 与/在0>意义下充分接近(更准确 地说： 

C °- e 接近，那么 

(0 dcg ( g ) ■ dcg (/); 

00 对于 K 的任意提升 G 和/的任意提升 FG — F 是周期 
为 t 的函数. 

证明. 

0) 如果 S 的提升 G 与/的提升 F 满足 
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sup I — F (.r} 1 < e ^ ^ $ 

jf 2 

那么 

— ckg(/)l -= I G(x -f- 1) 一 GO) — F(x + 1) + F C<)I 
^ |^(t + 1)—jT(: + 1)1 + I GO) — F(x)| 
< 2 e < 1 ， 

因而 deg (宏）一 dcg (/) 

( ii ) 我们有 

G(.r -hi) — G(jc) -h deg( 《 ) ， V.r ^ R, 

尸 O 十 1) -= Fix ') - f - deg (/), R . 

因而 

+ 1) F(x 十 1) —■ ^C x ) 一 F(;c), Vjt f H # □ 

§2 圆周上的扩张 映射. 一个典型的 
例子及其结构稳定性 

定义 Z 1 设/ 6 C l ( SSS *>, F 楚它的任意个提升，如果 

IF'OOl >1， Vx € R , 

则称/为^上的扩张映射. 

这时，注意到广是周期为1的函数，我 们有： 

inf | F J M I ™ i > 1. 

»« R 

引理 2.2 设 / 乂 T， 51 ) 是扩张映射，则笮 

Ucg (/)| > 1. 

证明.设 F 是 / 的任意一个提升，则 
Ucg (/)| -| FO + l )- FO )|- | F，(?)| >1. □ 

引理 2*3 对任惫确定的 m ez ，1 M > 1，由/00 —，定 
义的映射 f ： s i ^ s i 逛扩 张映射，其映射度 deg (/)_ m . 

证明.记 F ( a ?) — r ? jx m 易验证 F : K -> K 是/的一个提升 4 
因为 \ F f M ] - \ m \ > U 所以/是扩张映射，并且 deg(/>* 

十 1) — F00 
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下面，对引理 2.3 中给出的扩张映射的例子，直接给出其结构 
稳定性的证明.虽然这定理是下一节中更一般的定理的特例.但 
这里给出的证明却很有意义，因为它以最简单的形式显示了我 n 
以后将要多次遇到的一类证明方法. 

定理24在引理2,3中给出的映射/是结构稳定的. 

证明.只要 H 充分接近/，就有 

^ 把⑴. 

设 G 是 S 的一个提升，〆 是/的一个 提升. 则 G — hR — R 是 
周期为1的映射.以下记 

(p -=* g — 

我们寻求保向同胚使得 

设 H 是 A 的一个提升，则是周期为1的映射.以 
下记 

rj ■*= H id. 

我们希望^满足 

HoF GoH 9 
即 

(id 十 7j)oF ■=* ( i 7 + (p) 0 (fd 十 1 |)， 

亦即 

rrtx + ?j(wr) • m(x + ”(*■)) + t pC x 1( 尤 )) ， V 太 € 

简单的恒等变形给出 

Tj(m^) WlTJ(af) + (p(JC + *Vjt ^ K> 

ijOO = 丄 （? j (獻）一 < p(;t 十 t ?0 O〉），e R . (2-1) 

m 

记 

承一 {y C°(R，R)UOr + 1) — fO)，V.re R}. 

赋于淡 以范数 

|? llc ° - = supISOOl ， 

* tR 

我们得到一个 Banach 空间. 考虑由关系式 





(^" ”)00 — i ( 如 茗） 一 + >?(:))) ( 2 . 2 ) 

m 

定义的映射 

f •■淡 —C°(R，R). 

这映射的不动点即方程 （2.1) 的解. 

由定义式 （2.2) 易验证 

因而^实际上是从少到少之中的映射.又 

< sup |? j ( mr ) — 

|f«i 

+ sup I <p(;r + 巧 O)) 一 9 >(太 + f 00)1 

I m I 鬌 《R 

< - r ~ h — Cfc 4 + r ~ ! lqptc l iin — C\y 

1 坩 I \m\ 

― «lk 一 CflcS 


这里 

a — 1 1 0 + Mid 

1饵1 

只要 

11 屮 :lc l 叫— F|| c i < \ m \ — 1 ， 

就有 

« — G + IMc 1 ) < 1. 

\ m \ 

这时•妒 

一淨 是压缩映射，它在多中有唯一不动点 


n ^(nX 

即 n 满足 



irCO ——(”( 似） 一 <p(x + tjOO ))， V；c € 氏 
m 


命 H — id + i|:R — R ， 则 H 满尸: 

HoF — GoH. 
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我们來证明 //: K — R 是竿映射.事实上，如果存在有 a # 办使 

那么 

0 = \G-H(a) — G n li{b)\ 

= \ H ¥\ a ) — / fF "(^)| 

=I 尸 (《) + WOO) — ⑷一 w(*))l 
> lF，( d ) — — 巧 ( 叩 ))| 

*= m I ,J I a b 1 — \y}{f7i rt a} — . 

但周期函数 1 有界.当 + co 时上式右端应趋于 + co . 这_矛 
适证明了^必是单•的.又显然有 

一 ； r + ”00 ^ ♦■土 oo ( 当 x + co 时）， 

因而 H 又是满映射.至此 ，我们 证明了 f / 尾一个同胚. 

显然 H — 满足 

H(x + 1) ■ // O ) + 1 ,Vx t - U 4 
它的逆映射 Hi 也应满足类似的条件 

H^(y + 1 )- 矿乂 >0 + !,Vyf R . 

因此， H 和分别决定了 A 和满足 

hoE — EoH , HoE -* FoU \ 

于蛏有 


h ' oh^E — Eo ^ r ' o //- e 9 
ho^oE — Zio // o //-' - E . 

但 M 满映射，囚而 

h、h 祖 h<^fi — td ： S l -^S\ 

这说明 h ： S ^ S l 足一个同胚 ， H - h -\ 

以 S 作用于下式两边 

Hof ― G ^ H 9 

立即得到 

AofoE — go ^ oE , 

但 E ； R ^ S ^ 是满映射，因而 

Ao/_^o 务 •口 
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§3 圆周上扩张映射的一般情形 


引理 又1 设/ €0(9, 5*) 是扩张 映射， dtg(/) - d y F 是 
f 的任意一个提升.则 F ： R ^ R 是一个同胚，其逆映射 F 〃满 
足 

F^(y + 乃= F~ l (y + 1), Vye R. 

证明.因为 F'O )#0, W€R , 所以 F 是单调 映射， 又由 
于 

F(0)4-^,V^6Z f 

我们看到，当々 — ：时， 

_F( 々） —±ooSgnd. 

由此可知，当4：-> ±co 时 

FOO — ± coSgni . 

因而 F 又是满映射.我们证明了 F:R—R 是一个同胚.再由 
F(F- l (y) -h 1) - FF^(y) 十 d = y 十 i, Vy^ R, 

可得 

F- 4 (y + i) - n y ) + 1 ， W e R •口 
定理 12 (Shufe ) 设/， g ^ O ( S l 9 S l ) 都是扩张映射，并且 
dcg(/) - deg(g ), 则/与 f 拓扑共扼. 

证明.记 d=d e g(/) = d e g(>). 我们寻求保向同胚 S 1 

使得 

厶 0 / _ Z 0 h . 

设和 A 的提升分别为 F，G 和 H， 则 

F(x -b I ) = F (^) + 彡 ， Vr € R ， 

G(^x -hi)™ 3 G ( 尤）十 ^ R, 

HO + 1) — HM -h l 9 Vx^ K 

我们设法求解 

HoF =- G ° H , 

因为 G 是同胚，上式可写成 
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H — G ~' oH <> t \ 


考虑集合 

C 0 (ft ， ft)lrf (太十 1) 一 HOO + I $ Vr€ RK 

陚以距离 

D(H ， K)_ sup I HO) _ /C(x)U 

*fU 

# 成为一个完备度 a 空间.对于置 

3^{ H ) - G - l oH ^ F 9 

显然有 

Y ⑻ o + 1) 一 G~ l oHoF(x + I) 

-G- l oH(F(x) -h d) 

一 CP -^ HoFCx ) -h d ) 

— g ~ i oh ^ fM + i 
- y ⑻ 00 + 1, Vt € R # 

可见 y 定义了一个从 &到邊 "中的映射.又记 

M — inff 0)1 (>1). 

«€R 

m 

— S 叩 IG-WFOO — G^KFix')] 

"R 

<s U pl(G-0 ， (y)|sap|HFCx) ^ m，）f 

R R 

< fThplWU) — /CCOI - 

■ 

因为 0<^ T ><1, # 是压缩映射，所以存在唯一 

使得 

H — 7 ⑻ — G-kHoF, 

即 


HoF 一 GoH . (3.1) 

交换 F 和 G 的地位，我们又可断定：存在唯 一 邊％使得 


KoG — F 成 


(3.2) 


由 （3.1) 和 （3.2) 又可得到 
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{KoH)oF — Fo^KoH), 

但显然 L^id 是方 g 

LoF F*L 

的唯•一解，因而 

KoH — id m 

同样可证 

HoK — id. 

因而 H 是一个同胚，- 由 H 决定的少上的保向同胚々满 
足 

hoj — goh. Q 

推论 3.3 设/€ C^SS*) 是扩张映射，则/是结构稳定的. 
征明.只要 IT 60(9, V )在 C 1 意义下充分接近则 i ? 也 
是扩张映射，并且有 

deg (5) _ 

因而 f 与 f 拓扑共扼. □ 

习 a 

3.1 设是扩张映射 • 

(0 试证：如果 dcg ( g ) 尹一 2,那么 PP (0- N ； 如果 
dcg (^) — —2, 那么 PP(0 — N\{2). 

(ii ) 试估计 P 的不动点数目. 

§4扩张映射的性质 

定理 4.1 设0 C^(^,S0 是扩张映射，则 f 的周期点在 P 中 
稠密，即 Per (g) — 5 1 . 

证明.设 — 则卜|>1.由 Shub 定理，》与扩 
张映射 f 拓扑共轭，这里 

f ：5* — 
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因此，只须证明 Per (/) - S 1 即可.为此，考察尸的不动良我 
们有 

要使 


必须而且只须 




K 


因而尸的不动点集即为• —11次单位根的榘合.只要《充分 
大， | m _ — 1|可任意大，相应的• —次单位根可以任意接 
近单位圆周&上的任何点.因而 ETTTT — □ 

推论 4*2 设 g 是扩张映射，则 Q { g ^ - S \ 

证明. S l □ 
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第五章环面的双曲目同构 


Thom 曾经构造了结妁稳定系统的一 类電要 的例子——环面 
的双曲自同构.本盘就来介绍这类系统并证明 K 结构稳定性. 

§1环面自映射的提升 


与研究圆周自映射时的情形类似，研究环面 P 的自映射的一 
个方便的方法，是把它提升为覆迭空间 W 上的自映射. 

考虑覆迭映射 

P ； R J - R X R —X 5* - 

(芩 [— >(E(x l ) 9 E(x 2 )) 9 

这里 EW- f ' 我们有 

P ( 欠《，太2 ) _ z,x 2 — y 2 e z 

定义 u 对于连续映射 /: r — r ， 我们说连续映射 
B 1 — 阶是它的一个提升，如果 

P°F — /0?, 

即以下图表可交换. 



考虑函数类 

茨 «* *[jF ( C°(R 2 ,R J ) +’ 1 ，太 j+’O - ，丈 2) e Z xZ，] 

^ ’ VO " a )€ R 、( W ,)《 ZxZ 1 

引用拓扑学中关于商空间的讨论，客易 证明： 

命 S1.2 要使迮绫映射 h 阶 —R 2 是某连续映时/:了 3 — 
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的揾升，必须 而且 只须 Ff 泛% 

炎似于关 f 圆 MI 自映时的提升的讨论,我们 捋到： 

命 IS 1.3 

(0 任窳 迮钕 映射 iiT ^ T ^ 都興有提升 F：K^K^ 

C •“)如果 F & /的一个提升， (UH Z X Z, 则 F + (I 
也坫 f 的提升，并且/的任意提升邡可以表示成这种形式. 
定义 14 Mf € C ?{ T \ T ^) 的一个提升 F € CT(K，，R J ) ，那 
么它的任意提升 F + CT(R%R 2 ), 这吋我们说 f € CXT \ 

T ^\ 

定义 LS 设 P ), 如果 / 的一个投升 F 与貧的 
适当的提升 G 满足 

WF - • 

一 max sup ^i&FCx^Xi) — 7> / C(x l ,x i ) , ,| < 8, 

0 < J<r (*,.(,)< K * 

则称 /与 R 是 C-6 接 近的. 

命 IS 1.6 如果《与/在 c 5 意义下充分接近（更确切 地说: 

c°4 接近， G 和 F 分别是 总 和 / 的提升，贝 jG — f 是对 

两个变元分别周期为 i 的 映射. 

证明. 选择 if 与/的适当提升满足 

||F — Gl[ c o < s ^ 


则有 

|(G ，（ A+ 1 ,r 2 ) - F ； Cx If r a ))l 

< 2e< I (/- 1,2). 

但 

(G，(q + l ， r,) 一 F t (x z 4- l ， x 2 )) — (G,(x^xj) — F,(r t ,x 2 )) 

一 (Gi (允 i 十 1 ^ M )— Gi ( x l 9 x 2 )) — ( F ,( x , -h l ， x 2 ) —戶，(々，心)) 

€Z (/- 1,2), 

所以只能肖 
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O t (x l -h 1 ,4Tj) — 1 ， :J) = Gf^Xiyxi) — Fi(x lf Xi) 

(/ — 1， 2)， 

也就是 

G(Xi -h 1 yX 2 ) — Jp(r •十 1 yX 2 ) — GCxaXj) — F(x l7 x 2 ) t 

同样可证 

1) _ 1) — G(jf"r,) — F{x X7 x 2 y^ 

设 6 和戶分别是 2 和 / 的任意提升，则5—芦与 G — F 之差 
是常值映射，因而6 — F 也是对两变元分别周期为1的映射 .□ 


§2环面的双曲自同构 


本节介绍 Thom 例的构造* 

考虑平面 R 上的(用2阶方阵表示的)线性变换类其中 
的变换 


| ;R a_ RJ 

满足 条件: 

(AJ € Z ( i ,) — 1,2); 

(Aj) AcxA — det(<i„) — 土 1; 

( A ,) A - ( a tl ) 的特征值 i 不在复平面 C 的单位圆周上，即 


Ul ^ 1. 

例如,我们有 : 




^ ^ 9 



2 


€ 




我们对条件 （ AO —( A s ) 稍作一些 解释. 

条件 ( A ,) 保证^ cy ，因而能诱导出一个环面 
自映射 f：T^T\ 

条件 ( A ,) 保证任意 J ^的逆阵仍然是整数 方阵. 这可 
以从以下引理看出. 

引揃 Z 1 要使铬数方阵4的逆方阵也是整数方阵•必须而且 
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只须 dtX/i — 4 \ t 

证明.必忠性证明 如下： 

•) . dct/f 應 det (A M) *=» dct/ 1. 

充分性可以从的表込式 ft 出： 

/ f-i =- 1 a » ~ Q 

dct A ■—*(Xu a lf ' " 

条件 （ a ,) 即所®的“双曲性条忭”.由于条件 （ a 山方阵 
4 6^^的两特征值\， L 满足 

U」• Uil =* [dct/f | — 1. 

又由于 （ a 3 )， ud 十 im ， 所以对适当的编 

Uil > 1 > u 丄 

这《味?; 映射 a 沿一个方向的作用是扩张 • 沿另-个方向的作用 
是压缩. 

引理12设 / fey , 则 

0 ) 义； 

(ii) ^的特征根都是单实根； 

( tit ) ^的特征根都是无理数； 

( iv ) 4的特征方向的斜率为无理数， 

证明, 

(•_) 我们验证满足 (▲)-(▲)• 

( A .) 之验 证： 见引理 2.1. 

( A 0 之 验证: dct ( r ) ■ Cdcr ^ r *- 1. 

(AO 之验 i 正： 我们有 

dc^A" 1 / — A' 1 ) — - dcf(J — ll) - drt ^- 1 

—- XI ), 

因而 / T 1 的特征竹都娃 X 的特征値的 倒数. 因为所以 

|又 _1 1尹 1. 

00 考察4的特征方程 

— (a u + a 22 )x 4- dct A — 0. (2.1) 

如果这方程有虛 M A 和1，那么 
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1 A 1 2 «=» X * 1 °=« dct/4 = I. 

这与 （ A 3 ) 矛盾.如果方程 （2.1) 有蜇实根那么 

〆 雾 > 内 • 内 *=« dciA =» \, 

这也与 (A,) 矛滔. 

(tn) 整系数方程 （2*1) 如果有有理根，这根必为 det^ - + ! 
的约数.但由 （A,)， 这是不可能的. 

(iv) 首先指出 

d \2 * ^21 ^ 

否则 /的特 征方程 

(又一〜又一一 a i 2 a 2 i ^ 0 

将会有有埋拫^1 ^ a n> 1 2 — a u , 

X 的特征方向应满足 

(A — a n )a 一 一 0 ， 

因为化尹0,所以 0 卢0.于是，特征方向的斜率表示为 

£ 

a a u 

这 a 然是一个无理数. □ 

定义 2*3 由 j 6 ^所决定的环面自映射 

1 : T ^ T \ 

称为是环面 P 的双曲自固构. 

注记: U “双曲”的含义见前面对条件 （A ,) 所作的说明. 
“同构”的含义如下：/具有同样类型的逆映射. 

定理 2.S 设/是由3 f 决定的环面双曲自同构，则 f 的 

周期点在环面: P 上处处稠密，即 

Per(/) = T\ 

证明.平面阶1：两个坐标都是有理数的点称为有理点.我 
们把平面阶的有理点在投影 P 下的象点称为是环面 P 上的有理 
点.将证明 P 上的所有的有理点都是/的周期点. 

我们把平面屮上的点写成列向量形式.考察3对平面 R 2 上 
的有理点的作用.设 
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则仍逛出上的 A 理点,其坐标 分鳜为•^和 ^ 的格系餃线性 

mi /mj 

组合: 

+ /，• 

^ [⑽ 1 

C . 

如 i ,”， i ]+ ’」， 

这 ® [ r »^ m 2 ] 友示叫和 m 2 的骹小公倍数，1和 C « 是小干[⑺" 
«:1的依负®数,匕和 A 是整数. (1 小于[叫,的非负 孩数 
总共 R 有冇限多个，这洋的整数对（仏， O 也只能有有限多对. 
所以，必定存使得 

{B n >yC n >) 

这时 

A n， x « A n>， x (mod Z X Z ) # 

\m 

r(pM)-r(Hx^\ 

^n r >n\ iS^ - ^ - \M 

尸 ( PW ) 〜00， 

即卜 POO 造 / 的周期点. □ 

推论 2.6 Q ( f ) - T \ 

证明 . r = lv 70 cp (/) cr k □ 

§3结构稳定性 

引人记号 

，一 kecro^KOirp 分别对两变元周期为 u. 

M 然对 i 范数 II • k 成为 Banach ^|0]. 
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引理 3.1 设只要麥 1 在 G 意义下充分小，映 
射 J + 办就具有形如 / rt . co 的逆映射，这里 

证明.以 I ■ I 表示妒的通常范数，因为 a 可逆，所以 

龙尹0时乂龙# 0. 于是 

inf \ Ax \ ^ d "> 0 m 

l « B-l 

对于任意的 x x^ 0 9 我们有 

卜 fe ) 卜 • 


由此可得 

\ Ax \ ^ d\x\ y Vr € H \ 

我们指出，当 IhHd 充分小时 , J + 少是单一映射.事实上 
|(/# + 必 )00 — （ J + </0( y ) | 

> \^(x — y )| — | t /»( ar ) — 少 ( y )| 

^ ^1^ 一 y| — ^II^IIc 1 !^ y\ 

— Of — KU \ y)\x - y |, Vr,ye rs 
这里尺 >0 的适当常数.易 见：当 时，映射3 +必 

/v 

是单一的* 

其次，我们证明以下方程 有觯切 € 

(^A -h 少 ） 0 (/4 _i 十 to ) 一 / J . 


简单的变形给出 


引人 i 己号 
易见 


id -h A ^ to - {- 少 + w ) ■ id ; 
c & — -h o >\ 

S ^ u > — + w ). 


我们在中求 ^ 的不 动点. 对适当的常数 ^>0 我们有 
lls^p — ^coIIc fl ^ L#l! c i!|p— w||c°. 
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当II必 ilc 1 <丄•时，义：—承是一■压缩映射，因而有唯一 
使得 

ta - =* 5^ co. 

这样的 w 满足 

(^A + <A) 0 ( + o)) ， id. 

又有 

(^ + 4)0(( + 似 )0(/4 + <p)) *»— j + 々 • 

由 j +必 的单一性即得 

(/l『 l + ia)o(A + ip) ™ id m 

这样，我们证明了 + 

注记 12 利用反函数定理，容易证明实际上有 w f 采 1 . 

定理 3.3 由 d ^定义的坏面双曲自同构/ : 广—尸是结 
构稳定的. 

证明.设#在 O 意义下充分接近于九我们寻求 A， 使得 

h ^\ ^ goh t 

为此，将各映射加以提升，考虑覆迭空间 R 2 上的映射方程 

Ho A — GoH . (3.1) 

只要 G 充分接近于映射 — J 就分别对两变元周期为 
1( 命题 16). 同样，如果 H 充分接近于以，那么 q-H - W 也 

是对两变元分别周期为1的映射.我们把 （M) 改写为 

(id + — (/4 + <p)o(ii + jj ). (3.2) 

求解这方程是不困难的.但觯出十1之后，要证明它是一 
个同胚，却要费一些周折.我们宁愿采取另外的途径——代替方 
程 （3.2) 考虑更一般的方程 

(id 十 J 十少） =■> (J 十 fp) 0 (iV 十》1乂 (3.3) 

我们将证明 （3.3) 对任何在 C 1 意义下充分小的都有唯 
一解 淨' 由此就不难证明十^是一同胚， 

方程 （3.3) 可改写成 

j + 办 + Jj 0 (j + D 十 /4 0 jj 十 q>°(^td 1|)， 
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(3.4) 


fj°(A 4 - . 扣 ? i + ij) — 4 \ 

将 0.4) 分别投影到 /的两 个不变子空司 t 去，我 n 得到 

4- X t 7h 4 - <pi°(#4 -{- Tj) — C^l ， 

7Jj°(A 4- <p) M X 2 7]i + ip2°0 ^ + 巧）一少 2* 

这里，对于的投影需要作一简单的 说明： 因为^ =小+如, 
十/^ ■ + 心如， 所以心在第一个不变子空间上 

的投影为^1,在第二个不变子空间上的投影为^ 3 , 

设 UjJ > i > U 2|. 因为 Ut ! 1^1 — ' dct^l — 1,所以 
\ h \ - Ui _1 . 以下记 I - Uil " 1 - U 丄 
(3.5) 可以改写为 

7ji — 一 (rji°(A 十少）一 <pi°0^ + ”）+ 必 1 )， 

足 1 

7\2 ■"* 克2”2°( J+ 必 ） _1 + q3a 0 (id + q) 0 ( j +必） 1 一也°(3 + 必） 一、 
由引理3,1 可知： 04 +公）”_ 4胃 1 十山，我们得到 




0h o (d + 0) 一 <Pi°0^ + 7 ?) 十 A )， 


l x '" ' ( 3 6 ) 

我们定义映射 ^r^-^c^CRSRO 如下： 


^ 1( 巧 ）_ 丄 (j| 4 o(/^ + 少） 一 (pxO^id 十 1J ) 十 <Ai)» 

^1 

— 1 + 60) 十 9^ 0 (W + ri )^ A~ l 4 - to ) 

一 ^ 2 °C^ * + 切）， 

/(”）一 ^ iC 1 ?) + ^ 2(”)- 
容易验证实际上有 7 •.逆 — 梦. 

对于3 _ >1，+ %，置 

Ulc ° ~ n ^ xdijtlcSUalc 0 }* 

这里 

ITji lc 0 M SiipjI, I — 1 ， 2. 

賦以这样的范数丨 • U 。 成为一个 Banach 空间 • 将证明当 
\\< p \\^ -| g - A , y 充分小时沒、 梦—讲 是压缩映射•为 
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此，作如下的估计 t 



㈣ 札 … ) 00 - f ， o C V + <^)0 I 


h sup \< p t °0 d -h n ) C 0 一 < pt °(^ + C )00 

• < R * 



< -j^-j (1m - file? + 从 1!^lie 1 In — fie®) 

< z(i + M W)N — Clc 4 

< (x + ^ ll ^ lc 1 )!^ — Clef * 

< ： tXj| sup \tji°(^ ' + w)Or) — Cj 0 ( j 一 1 + w)(aff)| 

*« R* 

+ sup , tf 2 °0^ + co )(^ r ) 

** R 4 

一 <Pi 0 (id 十 0 0 (4— 1 + t ^)( ;J? ) l 

< Uai 1”: 一 十 ^_ £lc° 

< (足 + M| 妒 BcOh — fU 。， 

1 夕 Xn) — f (d< (又 + MMIc*)U — ilc*> 

这里 M>o 是适当常数.只要 


Mlc 1 — !;g _ a ||c i < ■ 1 ~-—> 

M 

就有 

A + M IIWc 1 < 1. 

这时 3^ x 3^-*^ 是压缩映射，因而存在唯一的^ ^3 ^>\使得 

7} ^ ^ (JJ )， 

即 

(ii + 打 ） 0 (/ 十 必 ）~ (J + qo)o(；J -H (3.7) 

我们已经证 明了： 对于在 C 1 意义下充分小的少，方 
程 （3.7) 有唯一解 d + n , n 交换史 和必的地位，得知以 

下方程也仿唯 一解以 + C，f 

{id 4- 0 0 (J + qp) — (J + 小 )o(j:d + $)• (3.8) 

由 （3.7) 和 （3.8) 可得 



(^td + + 巧 ） o (/! + =■ (.4 + 少 ） o (id 十 + t?X 

我们有 

(iJ + C) 0 (W + 一 W + ?? 十 C°(/i + q) _ ii + f • 

这里 

£ 一 1 十 fo(W+ »?) 6 3 ^>\ 

但对于 9-4> 的情形，显然方程 

(/j 十 f )o(^4 + 必 ） ■■ (/f 十 <A) 0 (irf + 


的唯一解是 M +o, o 我们： B 到 

5 ■■” + C°0^ + q) ~ 0 ， 

(，i + C )°(^ + ”）■*<’< 

类似地可以证明 

(irf *+• J + c ) _ 

因 ff5 d + »j:R 2 -► ff 和 /</ + — IV 都是同胚. 

把上述讨论应用于少一0的特殊情形，我们得到同胚 H 


rrf + 7|» *1 f 麥°，满足 

(Jd 4 - i|)oy| — (/4 4 - (p^o^id 4 - ij)t 

即 


HoA - GoH m 

并且，我们知道矿 1 -“十{:, m 

H 和 / r 1 分別决定了 4和 A ^ C °( T ^, r >), 满足 
Aop — p ^ H » K 一 P 0 H ' 


(3.9) 


我们有 


h *^ h^p ^ poff l oH * ?* 


h<>h ，0 P ^ poI/oH 一 1 _ fi. 

因为 P ： W -* T J 是满映射，所以 

h、h ■ h <> h f — td 9 

这说明了 h ： T—T^ 是同胚， A- 1 - h\ 
最后，以 P 作用于 (3.9) 两边即得到 

乃 of ■ goh m 

这证明了/的结构稳定性 • □ 
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注记 34 在定理 3.3 的证明中，我们断定：如果中，必 
在 C * 迸义下充分小，那么方程 （3.7) 的尽卷即 d + 多。的 

解是唯一的.方程 (3.7) 可能还有其他 A 未 士在示 成这种形式的 
解.例如，对于少 *-0 的特殊情形,我们有 

idoA — Aoid 


和 

这里须 注意: 
而 


{2idyA — Ao(2id). 

| J _ id 十 0，06 r 

ltd - id + /V, idi^ m 
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第六章 Ban « h 空间的微分学 

虽然本书研究的对象主要是通常 Eudid 空间和紧致微分流形 
上的动力系统，但是如我们在前两章中所看到,当讨论结构稳定性 
问题时，往往涉及一些映射组成的空间.这些空间是(无限维的) 
B ^ ach 空间.因此， Banach 空间的一些概念和方法是我们所需要 
的.本章就来介绍这些工具. 

§ 1 Banach 空间 


本节回忆 Ba^ch 空间的一些最基本的槪念幷介绍 
nach 定理. 

设 £ 是一个实线性空间， n ： E ^ R 是一个映射，满足 
(N|) nix') > 0, E; n(r) — 0=^ 太 — 0; 

(N ; ) w(Zjt) — I 又 |rtOO, V 足 € R, E; 

(Nj) n(x 4 - y) < wO) + «Cy), Var, E m 则把 （JT，n) 称 
为賦范线性空间，《称为范数.通常把范数记为II •卩， IM 或者 

M. 

在賦范线性空间 （E, || • ||)中，我们可以引人距苜 
d{x 9 y) — V — y | , V*,y€ E m 

如果£按照这距离是完备的，则把 （E, II • II) 称为 Banach 空间. 

设 （H 1D 和 • I )是賦范线性空间，是线 
性映射.如果存在*: €R, 使得 

\Ax\ <K|x|| f Vx^ E f 

则称 j 为有界线性映射，并把满足上面关系的最小的^称为线性 
映射^的范数，记为 Ml (我们 约定： 有界线性映射的范数与映 
射取值的空间的范数用同样的记号表示).我们有 
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CB 


sup ! Ax \ 


l«M 


0 . 1 ) 


和 

\ Ax \ < MIH , E m (1,2) 

线性映射 F 为有界线性映射的充分必要条件是它为连续 
的线性映射. 

从 H 到 F 的有界线性映射组成的集合记为 L ( E , F \ 易见 
L ( E , F ) 賦以由 （1.1) 定义的笵数也成为一个陚范线性空间.又， 
如果 （ F,l • 丨）是完备的，那么 L ( E , F ) 也是完备的，即它是一 
个 Banach 空间. 

特別地，对于 F — R 的情形，我们把从 E 到 R 的有界线性映 
射称为有界线性泛函.有界线性泛函的空间 P =» L (£, R ) 你为 
是五的对偶空间.对偶空间总是完备的. 

在通常的 Euclid 空间 R % 每一坐标投影 

A ： xh -> x ,- ( x 的第 i 个坐标） 

是一个连续线性映射.所有的坐标映射合在一起，具有唯一决定 
点的作用 .即： 

P ,(#) — Pi(,y) , i 一 1 = y, 

或者等价地 

PX U ) a 0 t i == 1 ,• • • , m <=> u ^ 0„ 

类似于上述情形,賦范线性空间 E 上的所有的有界线性泛函合在 
—起，也具有区分中的点的作用.即 

/( sr ) -=• /( y ) ， V / € E * <=> x ^ y , 

或者等价地 

/(«) = 0, V /€ E*u 0 # 

的这一重要性质可从著名的 Hahn - Banach 定理推导出. 

定理 U ( Hahn - Banach ) 设 （ E ，. • ！|)是陚范线性空间， 
是£的•个线性子空间， /,：£ o — R 是 （仏, [丨‘ [ I )上的有 
界线性泛函，满足 

14001 “ Vx 6 
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贝 J 存在 （£,« • D 上的有界线性泛函/,满足 

/(*) °° 400, Vi € fi 0 ， 

和 

WO)l we 石， 

这鱿是说，子空间上的有界线性泛函，可以延拓到全空间而不增大 
其范数. 

证明.先证4可以延拓到高一维的空间&上去而 
不增大其范 

Ei — {r„ + tx x \ x ^ £*，/€ R}Oi 在 Ed). 

易见，对于任意的 

AC 太3十找 i) 晒 ^u(^o) + *C (X〆 E 0 , R) 

定义了线性映射 hzE ^ R . 问题在于适当选择^使得关系式 

UiWI < K \\ x\U Vre e x 
仍能 成立， 上式可以写成 

— K\xi 4- ix t \\ <： IoCxq ) + < K||r 0 -h (1.3) 

当 时用# 除 （1 J ) 并记一“得 

— K\\u + ^|| ^ / 0 («) + t =< K|tf + ^,1); (1.4) 

当 ， C 0 时用一 I 除 (1-3) 并记^ _ I /得 

一 t 

— K\\w ― jr t || < 4(1^) — £： < ^[|tr — rJI. (1,5) 

(M) 和 （L5) —共是四个不 等式. 但在 （1.4) 的后一不等式中以 
“ p 代人就得到 (1.5) 的前一不等式；在 （1.5) 的后一■不等式 
中以〃 代人就得到 （1.4) 的前一不 等式. 因此， e 应满足 

的独立的不等式为 

A>(*0 — it 1|^ — Xi\\ < < ATjtf + a|| — / 0 (m). (1.6) 

因为 

+ 一 4(«)) —• (/o(^) ^ K\v — XiH) 

^ ^([|« + Xi \ + ||^ — ^,' f ) — + v ') 

X | j « + t /\\ — 4(» 十 v ) > t )， 
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« up {/ 0 (^) 一 K\o ^ x t [} ^ iaf { K “ + A j | — , o (“）} • 

94 Hi «* S » 

所以可以选择满足 

sup{/ a (tr) — K\\v — Xi\\} < r < in £{/ C ||« + All — / 0 («)}. 

v\ E 9 mc£| 

然后，我们可以定义 

/•(A + ，尤 1 ) -** / 0 (^ r #) + tc % >/t € R . 

这样定义的 G 满足 

WiWl < ^|[ x|| t Var — x 0 H - / r ,€ E u 
用某种归纳手续证明一般情形.这只是良序原理或 
者超法或者 2 om 引理的简单应用，这里从略 .□ 
Hahn - Banach 定理有一些非常重要的推论 
推论 L 2 设 ( K ,|| • ||)是赋范线性空间， x ^ E 9 x 9 ^ Q % m 
存在 M E * = L ( E , R ) 满足 /( x 0 ) ^ 0. 

证明.命 E 0 ^{ tx .\ t € R } CZE 9 定义 

loitx ^) — /[| r 0 ||« V /€ R . 

则有 

UdOOl — \\ x \\ 9 >/x =* tx 0 f E 0mr 
由 Hahn-Banach 定理可知，存在 E * 满足： 

UW ! ^ IM |, E 
和 

心 o) — m Ikoll # 0 •口 

推论 U 对于我们有 

||»[|— sup 

证明. 对于 |/I - 1 显然有 

U(«)l < ll«!L 

又，从上一推论的证明可以 看出： 存在 k = u 使得 

U («)! - M . □ 

推论 1.4 我们有 

/(«) 一 0 ， Vi ^ E*<=^u 0, 


或者等价地有 
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/( 名 ） _ /(y) ， V/( £* jt — y # 

证明.显然 .□ 


§2微 分 


回忆一元实函数微商的 定义： 

广 00 - lim 心 HO • (2.1) 

為 * *o h 

(2.1) 等价于 

tim 十々）一 ■ !(?) — 0 m (2.2) 

h 

我们注 意到： ^)- rwA 是增 t a 的线性函数.于是,可微性 
的定义可以陈 述为： 存在 KL ( R , R )， 使得 

ilm f -( x + 力）：姐二 ((A) 画 0 

h 


或者 


1/(^ + A ) — / O ) — /(^)| — 

这一种陈述方式易于推广到更为一般的賦范线性空间， 

定义 2 J 设（£』 • «) 和 （ F ,| • 1) 是賦范线性空间， C/CE 
是开粜，/: F 是一个映射， x € U . 如果存在 ML (£, /0, 

使得 


li m Ui- X ± h ) 一例 ：必丄 _ 0 
卜。 1^|| 


(2-3) 


或者 

IKx ~h A) — /00 —《石 )1 _ o(P [|), (2 4) 

则称/在 f 点可 fft . 

显然，如果/在 I 点可? S ， 那么 f 在这点连续. 

命題之2满足上而定义的 ML ( E , F ) 至多只有一个* 

证明.如果还有 r € L ( E , F ) 也满足定义 2.1, 则 r — 
/ eL ( S ， F ) 满足 
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| r ( A )| - 0 (| A ||). 

对任意取定的 he 我们有 

\ rO ^}\ ( kr ，/ — o ), 

U" ⑻卜 44^il 

M 

命 ；-► o 即得 

r ( h 0 ) - o . 

因为 a 〆 £是任意的，所以 r — 即 

/’ 一 八 □ 

定义 2.3 满足定义 2.1 的唯一 /€ L ( E , F ) 称为/在^点的 
微分，记为 

DfOc ) 油 I. 

这样定义的微分，与古典分析中定义的微分有许多类似的性 
质.我们这里仅仅扼要地加以陈述，而略去大部分容易的证明. 

命题 2-4 设 — F 都在;可微分， MR , 则/十多 
和 W 也都在 C / 可微分，并且 

ZX / 十 g)M -仍⑷十 DgM 9 
0( 又 oo ) -輒 • 

引理 2*5 设/在 Y 点可微，贝] 

I/O 十 0-/00 卜 o(_) (p[| — o) 

命题 2.6( 链式法则）设 （H nxo 7 •卜 d 和⑹ • |) 
是赋范线性空间， UCE 和 I / CF 是 开茱. 如果 Pdf 和 
— G 分别在 d "和7_ /0 )e P 可微，那么 — G 在 
夂点可微分，并且 

D(g<>000 — ^M/00) o D/00. 

这里 DfM e L ( E , F ), Dg (/ GO ) ^ L ( F f G ), 因而 
办 ( K *)> D /0)€ L ( E , G ). 

证明.为书写简便，记 

々一+ 厶） 一/(>)• 


由引理 2.5 可知 
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1 々 1 画 0 ( p li ). 

我们有 

\g^Kx + A )- s ofM - 韻 = 0 ⑽ 

■ IK/00 + O — K/OO) — 以 (/COXWOOA)1 

< IK /00 十々）一 K /00) 一 〜(/00 X | 

+ PK/OOX 々一巩 0)01 

<o(Ki) + odiA[i)-o(iAia □ 


定义 17 设 f 在每一点; t€ l /可微，则称 / 在 t/ 可微.这时 
如采 Df ： U ^ UE 9 F ) 连续，则称^在 U 上是连续可微的或者是 
C 1 类的. 


§3对实参数的积分 


设 （h II • I!)是 Bamch 空间， /C _【《, q 是实数闭区间, 
— E 是连续映射.把 K 分成两两无共同内点的闭子区间仏, 

U 渴 之并 



把这分割方式记为 i, 并记 

|又1画：{| 吼 


取 

并记 


rt ^ K “ / — 1,2,…, 


r _ ( x *,， r 2 ，“ • 〆 •）• 


又以 |L| 表示实数区间 L 的长度.我们可以作积分和 

2/(^ 1^1- 

将证 明：当 IM—o 时，上述积分和有确定的极限/，即对任意 
6 >o. 存在 J>o, 使得 
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Ul <3=^\\ S Xtt - l \\ C 6^ 

定 义3.1 我们把上述极限 / 称为是 f 在 K 上的积分，记为 

\ K fCOdi - ^JdOdt - /. 

为了证明当 UI —0 时，积分和心,，有确定的极限，只须指 

出当 

UI ■" max{lA：,|} f |r| — max {|ATj^} 

都充分小时， mu 可以任意小. 

因为 /:/C — £连续，用有限覆盖原理，与一元实函数的情形 
类似，可以证明/是一致连续的.因此，对任意 s > 0,存在^>0, 
使得 

1,^/1 < 5 =-> | 1/w — /<y)u < 

考虑两分割 
我们有 

^ - U ⑻叫 ) • 心 _ 0 ( 心叫)； 

i # -i /*=i 

1^1 - E 

卜 1 

心， 一 义 ，•〆 

-E S (/(^)-/ wo )!^ n^u 

i-i 

上述求和的各项，仅当笋 0 时才是非零的 • 如果 ui < 

— , | V | < 8 ,那么当 K t r \ K ]^ 0 时就有 
2 2 

\ ti ^tr\C8 9 l/(r,)-/(v)l <t^7. 
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因此，当|之|<音川<+时就有 


m -斗 jc + ES ㈨ r^ ; ,i 

l/C | 1 P-i 

s \ K \ - s. 


同一元实函数的情肜类似，容易证明，这里定义的积分是线性 
的，并且对积分区间是可加的，等等.玆不赘述. 

命 S12 || j'/ 0)^|| 

(须指出：上式左边的积分,是映射 — 好的积分，其定义 
如上面所述;而上式右边的积分是一元实函数 II/WI 的积分，其定 
义是我们在微积分课程里所熟知的，当然也与这里给出的定义一 
致 •） 

证明 • | 读 /(r0i^]|^S If/ ⑹ III 亂 □ 

命 H 3.3 设 U〆]， /:尺― E 连续， M E% 则 

证明.由 / 的连续性，我们得到 

心 自/0•継0 

_ lim 交 /(/(^))|Ky| —「/(/(>))*•□ 

iTT )• 


§4有限增量公式 

定理 4JI 设 （E，h 1|)和 （F, | • |)足 Bamch 空间， UdE 
是开集，"卩― F 连续可歟， x 十[0，1】），则 

fix 十 A) — /(«) — j D/(;r 十 ihX 
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证明. 对任息取的 M f = U /， K )， 考虑，的$忒数 

公 0) i(Kx + "/)). 

我们朽 

U(， + r ) — 《W — /(z>/(r + " ， )A)rl 

=| /(/(.t - f - tk + r / i ) - j(x + f / i ) — Dl(x -h th ){ rh ))\ 

— o(\r \ || Af |) -= o (| r | X 

因 rfii 

〆 (/) M /( D / C^r -f th 、 h 、. 

利 m —元实函数微积分的基本 公式： 

g ⑴一 s(0) H: 8 {t)dt % 

我 n '， 到 

Kf( x 十 O) — /GOO) = j /(D/(r 4 - th 、 h 、 dt ， 

KK r -h /A) — /CO) « / (j Df(x 4 - 

因 ^Jlf F* 可汪取，由 Hohn Bunach 定理的推沦 1.4 可得 

/o + A) — /W — j D/(X + th)hdt. n 

推论 4-2 设 £ ， F 是 Banach 空间， f/C/ ：， 是幵集， f：U -*F 
连续 < 微， hyet / 并辻 

Jty = {r H- /(y — ^r ) 1 o < / < 

m 
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§5 离阶微分 


先介绍涉及多重线性映射(即对每一变元为线性的映射)的有 
关定义， 

定义 S.1 设 (E,,||- = 1，•••，”）和 （F,| ‘ |)是賦范 

线性空间，七4 X ••• X E t ^ b 是 r 虽线性映射.如杲存在 
实数使得 

I A(x l 9 x 2y — - ， X,)| < 乂 |||| VI … IUh : ， 

v (方I，方2, • • •，巧 ）€ E t X E 2 X ••- X £,， 

则 称/是 有界的线性映射，并把满足上式的胫小非负实数 K 

称为4的范数，圮为 Ml. 从^ X ••• X仏到厂的所有的有界 

，屋线性映射的集合记为 L ( E l 9 E 2 ,^- t E r - F) # 特別地，如果 

E { ^ E 2 ^ • • • *= E f ^ F 9 则记 

U(E;iO-L(£，E, …， E;ia 

、- 〜- 一 * 

r Ik 

定义 S . 2 如果 A ^ U ( E - F } 满足条件 

- • ••，々，•• •，々） =* 」(々，♦ . •，尤/，♦• •，&，••，心)， 

1 / 

则称4是对称的.所有的对称有界 r 重线性映射的集 合记为 
U (£; F) # 

下面的简单命题是常常要用到的. 

命题 S.3 设£,，&和 F 是賦范线性空间， 从&到 L(i^，F) 
的有界线性映射的空间 

LCE^LCE^F)) 

等同于 

L ( E ls E ； F \ 

证明.我们仅指出等同对应的方式而把细节的验证留给读 
者. 任给 和： rj F •，心€ £ 2 ，置 

2( 尤"龙 i) = ./( a^X jt ,). 
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mA\-^A 这样的对应是从 L ( E i 9 L ( E t9 F )) i \ L ( E " U ) 
上的线性同构，这同构还是等距的(即保持范数不变 的）： 

\ A \ ■ M , VW L(E , L ( E " F )) •口 

更一般地，我们有 

命题14 

L(E”L(& ， … ， E r - I; F)) 岛 L(E 』， … ， E r; F). 

下面，我们讨论作为多重线性映射的阁阶微分. 

定义 S .5 设 E , F 是賦范线性空间， t / ciE 是开集， /: t/—F 
是可微映射， x ^ V . 如果 Df ； U ^ h ( E , F ) 在: t 点可微，那么 
它的微分 

D ⑽⑻ L ( H f L ( E , F ))- L ( E , E ； F \ 

我们把 / XDOO ) 称为是/在 x 点的2阶微分，记为 DVO ). 这 
样 

D J / W € L ( E ,£； F )« L a ( E ; F ). 

如果仍 : 1/-> L ( E ， F ) 在每一点可微并且 D ^ i ： U ^ U ( E , 
F ) 迮续，则称/在 U 是2阶连续可微的或者是厲于 O 类的. 

史一般地，我们定义 

^ f + 7 C 0 - 寧 f )00 € L ( E ， U ( E ， F )) = U + XE ； F \ 

义，如果 D ^ j ： U ^ U ^( E ; F ) 是连续的，则称 f 在 u 是，+ i 阶 
连续可敝的或者是 C — 类的. 

与占典分析中的情形类似，我们有如下的对称性定理. 

定理 S -6 设（五,[卜[|)和 （ F , 1 •丨）是 Banach 空间 ， Udh 
蓮开集 • 若 / W — ^是2阶连续可微(即 G 类)映射，则 

^ 7( v )( A ,/() =/>70)(々，為）， VHP :. 

这 it 娃说: D ^)€ L /( E；FX 
证明. 我们汽 

屮 (A ，々 ）=* /O + A + 々）一 /(r + 々）一 /O 十 A) — /00. 

则对充分小的！ W 和 IKII , 有定义.并且 
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! Df(x + fA 十々 ） hdt I D/(,r -h $h)hdi 
— j 1 (DKx 十 M + 々）一 D/O + sh^hds 

sh H - tky^h hds 

一 i : 卜心 十 d 、 \)dsdt 9 


由的连续性，我们「备 到： 

I 屮 （夫， 々） 一 D 2 / ⑺（力， 々）1 


十 M + 4) — z> 70 )) 0 , K)dsdt^ 
< \[ la/O 十 d 十 / 々） 一 o 2 /C01 II^IIIKII^^ 

- o(mmx 

同样可征，当 pii 和 ii 々 ii 充分小时, 

1 K 々， a ) — o 2 / o )(々， A ) 卜 

{曰[付中的定义可以看出 

<?( 々，々） =* 平 ( 々，力 ）• 

因而，当 IW 1 和 IKB 充分小时， 

|D"OOOM) — ovo)( 々 ,A)l ~o(\\h\\U \X 
对任意取定的&，毛€ e , 我 n 有 
Id ^ CxX ^ oM - o 2 KxK ^ oM \ = oQ \ iA 9 \ m 0 \\) 9 


I 踏 XU 。) 一 — X ⑽=亨 MK„L 


令， — 0即得 

o^ixX^Ao) - D 2 /OOdW □ 
更一般地，我们有 

定理 i 7 如果/在 U 上” + 1阶连续可微，则有 
D r +1 fix ^€ L ； +, ( E ; F ), Vr 6 U 0 
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56 偏微分 


定义 6.1 设仏，仏和1?是陚范线性空间，& x 
t / CS 是开集 ， htz — f 是一个映射，^ - ( x tl x 2 ) € U ^ 如果存 
在 VL ( E,,F ), 使得 

jj ltl \K^l + —/( 方 1 ，无 2) — ^l(^l)' Q 

或者 

|/(^i 4 - 々 i ， ar 2 ) — Kx ti x 2 ) — /i(A,)| — o( i|Aj) f 
则祢 f 在： r — (A，A) 点对第一个变元可微分，并且称/,为/在 

^点关于第一个变元的偏微分，记为 

DJ(x 19 x 2 ) = l lm 

类似地可以定义对第二个变元的偏微分 

D ^ x ^ fLiE ^ F ). 

与古典分析类似，我们有以下结果， 

定理 6*2 在上述定义中所给的基本假设之下，映射 f 在 C； 上 
连续可微的充分必要条件是它的两个偏微分都在1/上处处存在, 
并且(作为二元映射)是连续的，即 

(x l9 x 2 ) h— > D x i{x l3 x 2 ) 

和 

(x l9 x 7 ) }—> D 2 f(x i9 Xi) 

都在 t； 上连续. 

当上述条件满足时，我们有 

U/( ，文2)(々1，力 a) D .:2)厶1 十 Oj/(X| % Xj ) hji 9 

§7 Lipschitz 逆映射定理 

定义 7J 设 （X,S) 和 （U ) 是距离空间 * 映射 — Z 
称为是 Lipschitz 映射，如果存在 《€R， 使得 




d(Kx )JCx))<ad(x\x) 9 Vx\x€X^ 

能使上式成立之最小非负实数 a 称为是 / 的 Lipschitz 常数，记为 
Lip(/X 如果 f 不是 Lipschitz 的，则记 Lip ( f )-= + 00 * 

特别地，如果 Lip (/)< 1,则称 f 为压缩映射， 

定义 7.2 设（ X ，幻和 （ Z , i ) 是陌离空间，; rdX . 如果存 
在 t 。 的祁域 IM 史份限制在 F 上 f 是 Lipschitz 映射,即存在 0 ^ «， 
使得 

d(/( ， ) ， /0))<MOV) ， W，t 
则称 f 在 x 9 点是局部 Lipschitz 的.如果对任愈的 Xy 映射 
/在 々点都 是局部 Lipschitz 的，则称 f 在 X 是局部 Lipsclmz 的， 
命题 7.3 设 （ E ，|| • H ) 和 （ F ，| ，丨）是 Banach 空间 ， UCE 
是开集，/:以― f 是 C 1 映射，则/在 I ；是局部 Lipschitz ^ 

证明.任给存在; r , 的凸邻域 vau 和非负实数 

使得 

于是 


IK ，） 一 / WI < [ … /O + /(〆 一 x ))\di\\x ^xt 

^ a \\ x f - x \\ 9 \/ x \ r ^ V . □ 


定理 7-4 设 （ E ，|| • II )是 Sanach 空间， — E 是压缩映 
射： 

Lip(<p) < a < I, 

则 j ^ td ^, p ： E ^ E 是可逆映射，其逆映射表示为 

广 1 一 d +⑽， 

这里 w 是 Lipschitz 映射， 


U P ( W ) < - ■ 


a 



因而广也是 Lipschitz 映射， 

up ( r ) < - 




证明.％先 指出： 对任窻存在唯一的 rec ， 使得 

/C0 *= 十 <pc^) y* 

亊实上，上式刁以改写为 

jc ■» — tpO ) 十 y. 

考虑映射 

<A ： K —► E 

X h-> 一 {p(.v) -t- y, 

即 

必00 — cp(ar) + y 9 Vx ^ 

因为 

Lip(</>) — Lip ( 屮 ） ^ ot < 1 , 

由压缩映射原理可知，必在△中有唯一不动点 

X = 0 ( 尤）《 — <?00 + y ， 

即存在唯一的 E , 使得 

,00 m y . 

这证明了 1： E ^ E 是满的，单一的映射，因而存在逆映射广\ 
E , 以下记 


to = 广 1 — id：E H # 


由 


可得 

我们有 


id = 




/ 。广 1 一 （W 十 H- ta) 
id 十 Lr> 十 (p<>(^ld W), 


(jy — 一 q>°(^id -h w ) # 


K〆 ） 一 td(^>u — b 屮 (y 十 to(jc ’)） 一 <p(x + wO))ii 

一丨 l + iiw<y)— 仞 ooll) 


IM >，） 一 wOOII < 11〆 一 础， 

1 一 a 


Vx 9 x f E. 


这 ffi 明 r 
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Lip ( 仞 ）< 


a 



由此易?导 

Lip ( 广 — Lip(id + w) < • 」一 •口 

1 一 a 


推论 7,5 (LipschHz 逆映射定理） 设 （ E, || • |() 是 Bamch 
空间 * 人 — 万是可 逆线性映射，必 E 是 Lipschftz 映射 , 
Li!>o) < M- i ir, mg~A + ci> 楚可逆映射，厂 1 -(^4- 必 ）- 1 
也 : S ： Upschita 映射，并且 


Lip (哭 L ) 名 *■ — - --- 

P ^ IM ， 1 - Lip(W 

证明.我们有 

g 幽 A + c[f 

— Ao(id 一 Ao(Jd + ( p )， 

这里 tp =» A 、 满足 

Li P o)<|MlLi P o)<i # 

因此 )^ id -h ( p 可逆. 于是《 一 也可逆 ， g 1 a f f 
并且 

< - J 1 -—II --- —— -J - □ 

1 一 M - NlLip ⑻ ( M - T 1 - Lip ⑷ • u 
推论 7.6 设 （E,H • II)是 Banach 空间， E 是可逆线 
性映射，11別|< mA -^ B 是可逆线性映射，并且 


ka + «r II ^ 


M - i ir-iBir 


证明.有界线性映射的范数就是其 Lipschuz 常数.由上一 
推论巧知， A - VB 是可逆映射，其逆之 Lipschitz 常数不超过 

1 


又，容易 证明： 线性映射的逆映射也是线性的 .□ 
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5 8 含参变元的压缩映射原理 

定义设 （ XJ )，（ V \ P ) 和 （ Z〆 ） 是距离空间，少 •• YX 
y— z 是—个 映射 ^ 如果存在使得 

d(<P{x\y) 9 iP{r 9 y)XadCx 9 x) 9 ^x\x€X,y€ Y, 

称少一致地对第一变元满足 Upschitz 条件.如果上述 
则称少一致地对第一变元压缩.类似地，如果存在使得 
d(^(x 9 y t )Mr J y))^fi P (y ， fy}^xeX 9 y f f y€ V 9 
则 称少一 致地对第二变元满足 Upschirz 条件.如果1，则祢 
0—致地对第二变元压缩. 

注记在 X X y 上我们可以引入“乘积距离” D : 

0((x ， y) ， (r ， y)) — max{5(jr’ ，： r) ， pO’ ， y)}. 

如果 < P：XX y ^> Z 关于这距离满足 Lipscbitz 条件，即存在 r € R , 
使得对任意 (^, y J ),( r 5 y )^ x X y 有 

d {^{ x \ y , ), fp { x y y )') < rmax { d{x 9 x ) , p (/ , y)} f (8.1) 
则称少是（—元） Lipschit ^ 映射，显然这时4> 一致地对第一变元 
满足 Lipschitz 条件，同时也一致地对第二变元满足 Lipschitz 条 
件.容易 证明： 为使少是二元 UpscliM 的，必须而且只须它同 
时一致地对两个变元满足 Lipschitz 条件.类似地，如果对每一点 
( r a , y .)^ x X y 邻近的（ V ,/)和 0， y ) 都有 （8.1) 成立，则称 
少是(二元)局部 Lipschitz 映射. 

设（ X /)和 （ Z , J ) 是距离空间， （ Z , d ) 是完备的.如果中: 
X X z^z 一致地对第二变元压缩 7 那么对任意的 re X 存在唯 
一的〃 0 ：K 使得 

fp(x^v{x)) v{x) M 

下面 的定沔 指出，当0具有某些分析性质时 ，〃： Y — z 也具有相 
应的分析性质. 

定理 8.3 在上述条件下，如果少是连续的，或者是局部 
Lipschitz 的，或者是 Lipschitz 的，那么 MX — Z 也相应地是连续 
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的，或者是局部 Lipschitz 的，或者是 Lipschitz 的. 

证明_我们有 

d ( 泛 (V) ，以 00 ) « ^( 4 >(X )),{p( X,^ («))) 
<#少{>4(/))，少0 # ,"00))+吖少(/^0))，4>(^，^>)>> 

i ( 少 (y,t ； O)),4>C r ,"0r))), 

以 < 〆 ），"(>))< — 夕 GO ), 少 （ rjO ))) ■口 

定理 84 设 （ £TJ. II) 和 （ F ，卜 I) 是 Banach 空间 ， XczE 
和 ycF 分别是相应空间中的开集， ZCTYSP 中的闭子集•如 
果 


ct>：x x y — f 

是 C 映射，它一致地对第二变元压缩，并且 

< P(X X Z ) CZ ， 

那么由方程 


少(尤，钇(》)〉一 X 9 

确定的唯一映射〃 — ycF 也是 c 的,并且 

Dv(ji) -■ (id t 一 D,<P(jt f v (x) )) _, Dx<P( x 9 v{jc )). 

证明 • 2 是完备空间的闭子集，因而是完 备的. 根据压缩映 
射原理，对任意的 X ，映射 < I >( x 9 • )： Z — Z 有唯一不动点 
pO )€ ZdYCF . 下面对 r 作归纳，证明 m F 是 e 映射 • 
先设 r — L 因为少对第二变元一致 压缩， 设压缩系数为 
?< 1.则 

\ oM ^, y )\ <pc i , vx € x f ye y . 

由上节推论 7.6 可知： 

，乂一 D d < P ( x 9 v (ar) )： F F 

是可逆线性映射.记 

GO )-( 吨一 D 沙 ( rwO )))' 

我们将证明 

Dt/M — Qix ^ D ^ Xyvix ^) X (8.2) 

表达式（ 8 _2)是受以下考虑的启发而得 到的： 假设〃可微分，则 
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从 


6^(^) =« 


可得 

Dv { x ) — D ^ OwOO ) + D ^ x 9 vix )) Dvix) t 

帅）-(吣一 £^0^0))) -认少 0^00). 

为了证明 DuCx ) - vOO ), 我们对于 U:l — o fe 计 

下式的无穷小的阶. 

UO 十 s c ) — 心）一 000认 4WOO) ⑴ 1 

< I 0OO1 1(4 一 D 2 ^(x,^(af)))(«/(Jf + f)— 夕 00) 

0))51 

_ 190)1 I 少(文 + ?，<文 + €)) _ 0 (x,vM) 

一 £>4( 夂 , 卩 GO)?—Oj0(r,"C*OX 心 +5) ^00)1 

— o ( max {|[5 l 9 \ v(x + g ) — ^(*)1 }). 

但由定理 3.3 我们知逍，〃是局部 Lipschiiz 的，于是得到 
I 心 + f) — "O) — £>00认少(^，"00)(01 — o(ll5|j). 
其次，假定对于 r _々一 1结论巳成立，我们来考虑 r _々的 
惝形.少是 G 的，当然也娃 Cti 的，〃至少是 Cf 的.考虑映 
射 

少: X X L ( E , F )-* L ( E f F ) 

(x^^D^Cx.vix^-h D/P{x,vix))H^ 

显然 0 是的，它对第二变元一致压缩（因为 I Z ^ O,)I < 
P <1). 因 fft 满足方程 

0(.r,f/OO) —HO), VH X ， 

的唯一映射 //:x—L(E,F) 是 C ^ 1 的 * 但从 

( a ?) ) -» P (；0 

可傅 

0^(^ (jf)) + /) 2 <P(x,y(a ： ))£)^(jc) — Dv (jf), 

即 

4 >( x ， Dt /( xY ) — Dv ( jc) m 

因而丛 Ct _ 的，"是 0 的 • □ 
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综合定理 3.3 和定理可得以下推论.它可视为定理 
的带参变元的形式 . 

推论 8.S 设4是距离空间， （E， ：| • li) 和 （F， 丨 • 1〉是 
Banach 空间， YCE 和 YC：K 分别焙相应空间中的幵集， ZdV 是 
F 中的闭子鬼.如果连续映射 4>:A X X X y — F —致地对玖后 
—个变元压缩;对任意固定的; U 

0( x 9 - , • )：x x y->F 

是 c 映射，并且 

x Z ) CZ , 

那么由方程 

<P(X 9 r^t/(l 9 x)) — « t>(X t x ) 9 Vi ^ /l,jr€ X 9 
所唯一确定的映射 〃.• AX X - YCF 是连续的;并且对任意固 
定的 ; U A 映射 

Kh • YCZF 

是 C 映射. 

§9隐函数定理与逆映射定理 

我们约定：一个有界线性映射称为是可逆的，当目.仅当其逆 
映射存在并且也是有界线性映射； 即： ACL ( E , F ) 称为是可逆 
的，如果 A ^ iL ( F 9 E ). 

定 瑱汍1 设 （H II)和 （F, 1 • 空间， WCZ 

E X F 是开集， （p:W —F 是 C 映射，山: K 妒， 

9( 龙 0 ，八 ） — 0 ， ^i<p(^otyo) — id u 

则存在开球 

U 一 E| [|r 一 x 9 \\ < a)dE f 
V ^{ y ^ F \\ y - y 0 \ < b } dF f 

使得 

U X v < z \ v , 

Vjt€ V 9 3 \u (^) € V ' ^ - <f(jr，v (尤〉 ）— 0， 
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hU 〜 K 是 ( 7 映射， 

Dv(x) — — {D 2 <p{x^vix^)Y x D^pix % v(jx )) t Vr € U 0 

证明，记少(：， y ) — y — cpO , y )， 则 
O l ^{ x 9 y ') — — Dj ^ fr ^ y ), 

O t <P(x f y) — ⑷一 £>, 中 ( 芄， )0 ， 

必 （ ^j*y。）_ y 0> D^(jr Q ,y d ) — 0. 

因此存在开球 

t/o — E\ {x — ^|| < a 9 }, 

^ — (y ^ F[ |y — y,| < 彡}， 

使得 

U 9 x Vaw 9 

\DM^y)\ v(x,y)€ t/ 0 X V. 

于是 

\^( x 9 y ) — 

< |* \D^(x § y + /(y # —y))\dt\y , — y| 

< 川 〆 一 y|, V/,y€ 〆• 

取 h，0 < \ < A ， 记 

^*"{y€ Flly-y 0 | <M- 
再取 0 ，O < a < 〜，满足 

Ik 一 < a \ ^(x 9 y 0 ) 一 y»l < (1 — 尹 ) 
记 

U ^ {x €： E| [ar — x 0 | < «}. 

我们有 ^ 

V X V X CZU X V<ZU 9 X PC 妒 . 

显然 At; X y — F 是 cr 映射.下面验证 

<P(U X KjczPj. 

实际有 


|(p(jr,y) — y^l < I0(x ， y) — 0>(ar,y o )| + |<P(r,y 0 )— y 0 | 

il +(1 -^>1 
Vr£ t/» y€ V t9 
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根据定理 3.4( 对于 X ^ U 9 Y - F, 的 M 形），由方程 

(P (: r，p(») =» ^(*), Va :€ U 9 所唯一碑定的映射 v：V PCF 是 
C 的，幷且 

0"0) — (|义 一 D^O^O)))—£),<2>(*t ， e/00) 

下面的定理是定理 9.1 的带参变元的形式. 

定理良2设 （ A〆） 是距禽空间 • (五，I! * II)和 （F,| -i) 是 
Bamch 空间； WdE X F 是开集； < p：A X JVF 是连续映射; 
对任澈 l ^ A t c P ( l t •，‘ ）:w f 是 (7 映射，幷且 

D,<p：A X IV —^ L( F, f ) 

D y q}(l 9 x 9 y) 

是连续映射 * 如果 A〆 4,(r 0f y a )€ 使得 

屮 d 知， y<>) — 0 ， O y ^(i 0> ^ 0t y a )— id P9 

则存在开球 

A-{A^ A\d(l 9 M)<cc), 

U — {: e E\\\x 一 ：。|1 < “}， 

v ^ { x ^ F | |y — y a i < b } % 

使得 

V X V(ZIV 9 

VX€ U f 3\u(l 9 x) € V - ^ • <p ( 无，太，又， at )) _ 0 ， 

^：A XU—K 是连续映射， 

VW • )： U^V 是 C 映射， 

D a t/(l 9 x) — —CD y q>(X f x 9 v(l 9 x))y i D x fpCX t x 9 t/(l 9 x)\ 

从定浬 9J 容易得到隐函数定理 ： 

定理 9.3 设和 G 是 Banach 空间， WCEXF 是开集， 
少 ： G 是 (7 映射， U f y 0 )€ ^ P ^ U , ya )-0 4 如果 
yo )： F-^G 是可逆线性映射，则存在开球 

{x^E\\\x^x 0 \\<a} f 
K « {y f F, |y — y 0 | < ^} # 

使得 
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U X Vciw , 

Vjt € U ，彐！ y(x) € K 3 ，" 00) 一 0 ， 

v ： U ^ V^ZF 是 cr 映射， 

Dv^x) — — (D4( ： r ， 泛 0))) _ 认 00 ， "0)). 

证明 * 置少（文， y )=( 〜 Ku * h )) 1 必（欠* y )， 则 ？:取.4/7 

满足定理 9.1 的条件 .□ 

类似地，由定理 9.2 可得 

定理 9.4 (带参变元的隐函数定理）设 A 是距离空间， E 9 F 
和<7是 Banach 空间 ， WdE X F 是开集， 

4 >：A X W 是 C ° 映射， 

少（又， • )： W -* G 是 CT 映射 （ VW 人)， 

D y ( p：A X W ^ L { F % G ) 是0°映射， 

如果对于 a〆W 有 

必 (又0，心，>\))，0， 

D y c / r ( A 0 f x ot yo ) 可逆 * 

则存在开球 

A ― {I ^ \\ d ^ X 9 X ^ <； tf} t 
U ^ { x^L E \ ||x — r 0 [| < At 
F - { y ^ F \\ y ^ y ,\ < b) t 

使得 

u x vciiv 9 

Vi 6 U ,31^(^. t Jf ) ^ V • ^ (足, ; r , t / (无 ， r )) * 0, 

v ： AXU-^V 是0»映射， 

VK A,Kh _ ):"— 〆 是 C 7 映射， 

D M v ( l 9 x ) — —( L D „< lf ( X 9 x 9 tf ( X 9 x )))~ t D x tp ( X 9 x f v ( X 9 x )), □ 
定理 as (隐函数对方程的连续依赖）设 （£， lh D , ( F ， 
I • 丨）和 （ G ，| • |)是 Banach 空间， W<ZE X F 是开集 ，么： 取― 
G 是 C 7 映射，（办山）€取，必0。，>0 ■ 0，并且/>池(知， 

G 是可逆线性映射.则存在 

也在 C r (W % G)<^dW 9 G ) 中的 C 邻域 
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;的 开邻域 
y 。 的开邻域 

侦得 

U X Vczw % 

V0 i 3 x(： U 9 3]v(<p t x)^ K • 多 - 必 （ r,r ( 必 〆 ）） — 0 f 

v^r x u — 「诳以映射， 

抑 HvOp ，- )： u->v 是 c， 映射， 

D g v(^ t x) — — ( / > y c/»(jr # v(0,r)))7V>(r,t/(0,3r)X 
证明.我们取 

^ 9 g)\ \4> — ^jIc 1 < n)» 

考虑映射 

d：A X 叱 —G 
(必 d ， y)l></>(x,y) # 

显然有 

0(< lf O 9 x 0 t y o ) -* </* 0 ( r a , y 0 ) — 0, 

D,6(ilf 99 x 99 y 9 ) — Dy^ 0 (x 99 y Q )： F G 可逆 • 

于是可以对 0 应用定理 9.4. □ 

定理9,6(逆映射定理）设五和 F 是 Banach 空间， 1}产 
{ x ^ EI Ik - ^1' < F 是 C 映財， /(r,)- y fl ,D/U)： 

E—F 是可逆线性映射.则存在开球 

U — {jt 6 E| 丨|龙 一 r 0 f | < ^}Ct/ 0 » 

{ y ^ F | ly ^ y 0 | < b ), 

使得 

f 在 U 上单一， 

Vx ^ U f DKx ) 可逆， 

Vy € P ，3!《（ y )€ 1/• 9 - / a ( y ))- y , 
fF — t； 垃 C 映射， 

,)£(y) _ (Of(g(.y))y\ 

证明.对— y 用隐函数定理久夂（注意！与 
定理 9.3 所用的符号相对照，这里的 r 和 y 正好交换了彼此的位 
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a .) □ 

从定理 9.4 和 9 5 容易得到以下两定理， 

定理仏 7 ( 带参变元的逆映射定理） 设 /! 是距离空间，£和 
F 是 Banach 空间， E,y 0 ^ F f V<j^ \x ^： \\x 一 x 0 |i < 

f：A 乂比 ― F 迠 C° 映射， 

Id ): 仏 _ F £CT 映射 , A, 

DMA X K(E ， F) SC 0 映射 . 

KU — y 3 ， 

H( 、， x 0 ):E — F 可逆 • 

则存在开球 

A — A\J(l 9 Ji Q ) < a}, 

U = {xf £| [jar — x 9 li < a}CZU 09 

^ — { y ^ P\\y — yA < 

使得 

A ,/( A , - )： U^F 矩申一映射， 

VW A〆 U,DJ(l f x) 可逆， 

m A，y e v ，3!公（又， y )€ 6 ■今 • /( 又， g (又， y )> V ， 

r 上乂 v 足 c° 映射， 

v^f △ j(A，. ) ： v^u 是 c 映射， 

0^( X , y ) ™ 疋(又， y ))) _1 . 

定理 18 ( 逆映射对原来映射的连续依赖） K 9 F S 
Banach 空间， C / 0 _ {以 五 | U — x 0 \\ < a 0 K h ： h — F 是 C ’ 映 
SI . /(〜）_ ya , DUx ,) 可逆.则存在 

U 在 cr(u 09 F)aa(U 99 F) 中的 C l 邻域 
々的球 形邻域 f / cru a ， 
w 的球形邻域 

使得 


上是单一的， 

Vf (，， reU ， Df ( x ) 可逆， 
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第七章双曲线性映射 

§1 Banach 空间的直和分解 

定义 1.1 设 （E , B • II ) 是 BaaacK 空间， E x dE 和 是 
S 的闭线性子空间 . 如果任意的: r f £可唯一地表示为 

J ： ■ A + A € E i9 x 2 ^ E 29 
则称 K 是 E, 和艮的直和，记为 

E — £|©^. 

在上述关于直和的定义中，我们强谰艮和 & 须是£的闭线 
性子空间，其缘由略见于下面的命 M . 

命题 1.2 设 （£, B . II ) 是 Banach 空间 ， hCE 和 E 2 C：E 是 
E 的闭线性子空间 . 在 & X £ 2 上可以引人范数 

□( 方 I •: jXI 晒 nrtaxdUJIt fljrJI},. 

容易 验证： XE 29 Q - Q ) 是一个 Banach 空间 . 如果任 E 的 
可以唯一地表示为 

太 ™^ A 十 ^2 f 石I， ^2* 

则以下映射 

5 ： E 4 X E 2 ^E 

(x l9 x 2 )h-> x v + Jf, 

是一个线性同胚 ( 即： ^ 既是一个线性同构，同时又是一个同胚 ）. 

证明 . 《 5 是一个满的单一的映射，于是，由 Banach 逆映射定 
理 cm ] ， 第 m 窣， 定理 4 . 1 〉，我们 jfi 到 5 : — E 是一 

个线性冏胚 .□ 


§2双曲线性映射 

双曲线性映射是沿一个方向扩张，沿另一个方向收缩的可逆 
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线性映射.更确切地，我们有以下定义. 

定义 2-1 设（£，|-|1)是 Bac^h 空间，义 • E —E 是可逆线 
性映射 * 如果 H 4以分解为关于/不变的闭线性子空间和 P 
的直和： 

E — E w 0E\ AE- « E% AE r — E f 9 
并且存在常数 G > 0和 0<；t <1,使得 

11 我 " > emu vw E % 卜 …， （2.1) 

\A^x t \\ < C^\\xA\ 9 (2.2) 

则称为双曲线性映射，并称 E •为/的扩张子空间， P 为3的 
收缩子空间. 

注记 2.2 在上面的定义中， 允许沪 _ {0} 或者汐 = {0} 的 
退化情形存在，这时扩张子空间或者收缩子空间分别退化为原点, 
而相应的另一子空间为全空间 

命商 么3双曲线性映射 W 的逆映射也是双曲线性映 
射* 

证明.在 （2.1) 和 （2.2) 中，分别以•和 
A ^ x t 代替 L 和: r, 可得： 

lU-^J ^Cr^WI, 1,2 ， …, (2.3) 

> dr 』， E^A - 1 ， 2, … (2.4) 

□ 

注记 2*4 关于 3 的双曲性条件 （ 2 .1), ( 2 . 2 )可以代 之以： 
\\A^x u \\ < Cl^\\x m \] 9 1 ， 2 ，“.， (2.iy 

(1 我 II < £、々一 1，2, … (2.2> 

事实上，如果 （ 2] ) 和 (2.2) 成立，则（ 2 .1)’和 (2.2)* 对于 



成立.反过来，如果 （2.i;r 和 aay 成立，那么 （ 2 .i) 和（ 2 . 2 )对 
于 
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成立.又，如果把 HI 换成另一与之 等价的 范玫卜I,邡么类似于 
( 2 .1)和（ 2 . 2 )的关系式仍然成立，不过常数 c, 和 c, 可能要更拽 
成另外的 C, 和 C;. 这就是说，一个线性映射的双曲性，不会因气 
价的范数的更 If 而改变.以下将证明：我们总可以选择适当的等 
价范数使 c；- Ci- 1. 

命超2^设（匕1卜1!> 是出⑽ :h 空间， — £是可逆线 
性映射.则^为双曲线性映射的充分必要条件是：存&关于3不 
变的 H 的直和分解 

AE U ^ E\ AE f ^ E\ 

及与 IMI 等价的范数 H, 使得 

M.M = KAm < i, \A t \ - \iA\E*)\ < 1 # 

证明.必要性.取 A 满足 

• # • 

则有 

1^ kx m\ = \Au k X u \ < ， 

—* M?^/l < . 

Vx g € £、々一 1 ， 2 ， _ • • 

充分性.髂要时更换以等价的范数，可设 

\U\\ — max{IU 」 l ， lU ,||}， 

Vx x m + x iy x u ^ E u t x t ^ E\ 

由注记 2.4 可知： 存在 C >0 和 0< A < 1，使得 
U ^J| < CX^IUJU Vx〆 U2 

IM^II < C2H £’ ，々 ■ 1 ， 2, … 

取 peN 充分大，使得 

ci ^ < i # 

我们定义范数 hi 如下： 

I 太 _l _ 

i »0 
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i m 0 

I :! — inaxtl ^ r.l 9 \ x t \ } 9 
这里 X — 々 + Jf ,， x m ^ E \ X t (r E \ 显然有 

Ikll < B^ll + ll^ll < \ x m \ -h IxJ < 2 UI • 
Ul < U-l + W 

<(l + C S 又 /) ((UJ| 十 \\xM) < B\\x\\ 

卜 …+ 皆 ，)〉!). 

这说明 hi 与 tfl 等价 4 又 


一 2 — u + m- 〜 .ii u 

i-l 

< U«l + C2 p ||j：, 1 |l — \ } x m \\ 

— k.l 一 （1 一 ^ i p ) lk«Il 


< U-t 


1 - Cl f 

了 




- w ) 


B 


U_l 


_ 方 . 1 ， Vr. € E m , 


这里 


0<”丨 — 

B 


我们证 明了： 

Mr I - K^iH-ri </ x < i . 

同样可以证明 

⑷一 |(_)| <f,<K □ 

命题 2*6 ( 子空间£>和£•的特征）设 j 是双曲线性映射, 
E _ E -© p 是相应的不变子空间的分解 ，5 lj 有： 
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(i) E' Jini fM h ,丨 一 ， 
x€i =^Um\\A^x\\ — 0 ； 

(ii) /? M \{0} lim ll^^H — +00 ， 

x 6 五， \{0} lim ||^ _ "^|| 祖 + co; 

^-♦4-a* 

("i) x ^ E u =^> lim — +CO, 

xi 】 im||/^jr | 卜 +co; 

处 •》+ o» 

(iv) £• — E\ HmA~ k x — 0 卜 { 震 € £[ {M ^11} 有界 }, 

k-* , + c ° 

E J - { x € E \] lmA ^ x ^ 0} - {M K | {MMU 有界 }; 
( V ) \/x € ^\{0}, 或者有 lim | I^~^|i — + oo , 

或者有 Hm | J / i ^|| _ + CO . 

惫 ■•+CO 

证明. 

0) 由 （2 J ),(2.3) 即得. 
oo 由 a 【）, ao 即得, 

0*0 如采 x ^ x m ^ x t iE % 那么 E \[ 0 } 9 因而 
IM - M > IM'II — M^xjl — +CO ( 卜十 ①). 

( w ) 由 （0 和 （ m ) 即得. 

O ) 由和 （ iw ) 即得 • □ 

推论17 设/是 双曲线性映射.则 

方€ ,jc 尹0，又€ C, 1 又！ * 1 Ax 7^ lx # 

特别地，3的唯一不动点是 a :—0. 

证明. 否则将有使得 

这与命题 2.6 的 （ v ) 矛盾 . □ 

53双曲线性映射的扰动 


本节证明：线性映射的双曲性经过小扰动之后不至于被破 
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坏.先作一些必要的准备. 

以下，以 1( E ， F ) CZL ( e ， F ) 表示 L ( E , F ) 中可逆线性映財 
的焜合。关于实数的下述公式是显 然的： 对于〜 sCR f a ^= 0 9 
\^ l A < i 9 我们有 

(a 十 y) 1 — U • (1 + a l s)]-' - (1 十 • a' 1 

— 〉二 （一】• 

I • o 

对于可逆线性映射也有类似的公式. 

引理 3.1 设 E 和 F 是 Baruch 空间， A^l(E, F) 9 S€L(£, 

O , 并且 

\ S \<\ A ^\-\ 

则 /f+S6 】（ E ， F ), 并且 


(j + ST 1 "- 2 

7-0 

-^ (一 lK/nx 


因而有 


\( A ^ s ) l \ < 
\(yf +sy i 一 /T l l < 




imi i — wsr 

证明.从 ！/ TM | s | < 1 可知以下的级 数么示 式绝对收敛，因 


r - ^](-\ yA - xsA- i y 

I »o 

- SC - lX ^^^ eLCF ,^). 


容易验证 
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{A + S)T — AT + ST 

- Z (一 1 )，+ S (一 

f — 3 / o 

—^ F . 


同样可证 

因而 r - (/^ + sy \ 


T{A 4- 5) - id E . 

由 T 的表示式易得 •. 


ir | < 2 < 


JT ， 一 |5| # 


|r y I ^ < 


nm 


□ 


注记 3-2 上面的引理告诉我们 I (£, F ) 是 L ( E ， F ) 中的开 
集.设 /•• 1( E , F )-> L ( F , E ) 表示求逆映射的运算，即 /( J )= 
则引理3 1的最后 一个论 断表明，是一个连续映射.下面， 
我们进一步断定 *_ 是可微分的.为此，仍然可以从实数情形得到 

一些启发：设 — R 表示求倒数的运箅，即，(>) — J ■，则 

x 

«= 一 A ， 因而 Oi ( jx ){ h ^ — ^ ipc)h 、一 —x x hx^ l m 

x x 

引理 3.3 映射 /•• I(£，f ) — I ( F ， Z 0 CL ( F ，£) 可微分，其 
微分为 

证明，由引理3,1,当充分小时应有 


iiA + 幻 一 X ) C —^ y ^ KsA^y 

1 - 0 

— < j) — a- x sa' v -i- yj i—iy^r\sA^y 9 

t 

于是，对于 15| <^\A- 1 \~ i w 我们有 

2 
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|，(/i + 5) — i ⑷一 { — A- X SA^)\ 

< 2 \ A ^ V \ S \\ 

因而 

( Do A S ^ - A -' SA -\ □ 

命题 34 设 （£, I • I ) 迠 Baruch 空间 * 它分鲜为闭线性子 
空 间&和 H , 的宜和 

£ - G ㊉ E ,. 

如果 ML ( S , E ) 分块表示为 
B - BiI }: 

其中 Su 可逆，并且 e „( i ,/- i f 2) 满足 

ma*{l W | ，爪1} < 九， 

max{i 5^1,15^1 } < », 

这里 

0 < X < 1* 0 < 6 < min{J — l p r l — 1}, 

则存在 P ^ L ( E if E t ) 9 满足 

0) \ P \ ^^<1， 

i — 6 

00 p 的图象 F l ^{ td ^ P ) E i dE 对 B 不变， 

( i «) IB 5 BXA - 1 - Ol 旧 l，VM F " 

这里 IH 定义如下： 

Hnll — ™x{h,Ul7jj|h 

Vl7 — ijs H- Jj a# tji (r E i% 

证明.考察映射 s 的分置表示 

Jni —丑 

ni — + Bi^ u 

要使 p )& 对丑不变，对于应有 tj , 一 Pw 
即： 
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^ = + B 12 py ^ l9 

t Pij , *= (5« + 


由此可得 

尸〜一 （h + BJ ) (心十 B i 2 P) E lt 


即 

卜 （ H n + B n P)(Bn + B u Py \ 
对于 S ^ L ( E lf E 2 ), | S | < 1, 我们有 

\b 17 $\ < \B ti \ < s < a - 1 < 

于是 + By 可逆，并且 


l(s u 十 B l 2 sy i \ < 


_1 

\B ；； \- 1 -\B lt S\ 




X 1 — 6 


(3.1) 


引入记号 

UE ,, E 2 ) -^^(£,^,)1151 <1> # 

我们定义映射 ^： U ( E i 7 E 2 }-^ UE l 9 E 2 ) 如下： 

^(5) = (〜 + B M S )( B lt 十 B l 2 sy \ 

因为 

1^(S)| < 二 + - S 〜 <1, (3-2) 

X — s 


所以实际上有 

又因为 

( D^) s r 




. B^TCBn 4 - B l2 sy i 

-'(0ii+^5)(fi ll + 5i^r^,,T(B 11 + J5 ll 5) 

- ( B M _ ^ S ) B i 2 } T ( B u ^ B XI sy \ 


< 


X 


e 


V 


s 


ft < 1 


所以 ^: U ( E lf EO ^ U ( E xt E 2 ) 是压缩映射，它有唯一不动点 
P ^ U ( E ly E 2 \ P 满足 

(i) \P\ - \^{P)\ </*<! CM (3.2)), 



(U)' SF,- B(id i% P)E i a(td l ,PyS l - F u 

对任意 0, py )€ 厂，只须取 

x «( i 5 u + B u Py x y ^ E l9 

就有 

f(jSu + BuP) r _ y ， 

t (£^ + W - (心 + ^ nP )( S tl + 心 P )、一 Py ， 


这证明了 


B ( x $ Px ) — ( y *? y ). 


⑻" FiCBFu 

又，对于我们有 
UA - | P?ii 


于是 

UW — max {| f 4 l , U,U — l^iL 
因而，对于 5 "* (? j »§ j ) ― (&， Pfi )( 匕 ，有 
(“ i ) IISiH — |5 il 

- KB u - h ^ r i (5 u - hB u PXM 
<\( B u -h B ^ Pr l \\( B n -h B , 2 P )^\ 


<—r — b i 2 p )^\ 

X — e 


7^— II^IL □ 

4 一 6 

定理 3*S 设（ 五 ，| • 1) 是 Banach 空间， A ^ L ( E 9 E ) 是双 
曲线性映射.则 ^ L(F,£) 与 .4 充分接近时(即 \ B - A \ 充分 
小时）， S 也是双曲线性映射.因而双曲线性映射的槊合 H(K)C 
L(£，E) 楚 L(E,£) 中的开集. 

证明.设 K 关于双曲线性映射 d 的闭不变子空间分解为 

五一 Ei0-E2. 

并设对于范数 丨 H 有 

| 兰 | «- max{ISil t |^|}. Vf _ ^ 十 6 ，丘 2 ， 


• 110 * 



MI?I - K^l^ri <r<l 9 
\A n \ - |C4|K 2 )1 < r < . 

取 s > o 充分小 ，使得 


记 


r + 2s < 1. 


则有 


又 =r + e ‘ 


X+s-=r + 2e<l, 


，一 l A 

A . 一 S ™ - ‘ ^ 8 

r + s 

_ 1 - (r + Og 1 - ^ 

r + £ r 十 e * 

考察充分接近 ]// 的 ml ( e ， e ). 

\B — A < £, I — A^ l \ < 6. 

设 8 和 f 1 : 圮 ㊉ E 』—&® E 2 的分块表示为 


B - 

卜 H, 

B l( 

f ^2 


b 21 b 22 ' 

】 h 、 

B22 


P 要 B 充分接近 T j ， 就应有 

<s ， \B l2 \ <e, 

IB 21 1 < e , I B l2 — An I < 6 , 

于； 

max{ I Su 1 ! 9 \B 2 i\ } < r + e — i C 1 ， 
niax{ I B l2 \ , I S ai |} < e. 

同样，当充分接近于^时还应有 

I 一 I < ^ , I if l2 | <1 S , 

Hi < e , 丨妃- A n \ <6 f 

囚而 

max{ I B lit , I + 

^x{ I ^ 12 1 ,| 5, I } < 6 # 


由命题 3.4 可知，存庄 P € L (7^, i ^)， j?f L ( E ,, Ei ) 满足 
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(_) 1 /M <；.< MO | 

(■0 W )£ •和都对 a 不变，并且 

\ Bi \ Xi - 1 - s ) l 5 U v；f f 19 

[ B -^| ^ CA - l -0 hUV ^ F a# 

后一不等式可改写为 

丨丑 ”1 < — UU v ? j ^ F im 

A _ 6 

(，‘ />)& 和 f 2 ^ cqmb 2 都是 E 的完备子空间, 
因而也都是闭子空间.下面，我们来证明 E — Fi®^. 

对任盘太_ a +〜€五， Xi ^ E 19 x 2 ^ E it 我们求 y € E t la 
e 29 使傅 

文 -(y + py) 4- (Qz + «) — (y + Qz) + (py + z\ 

投彩到两子空间 艮和圮 上得 

p — y 十 P : • 

la — + 名 

或者 


\y — 一 十尤I， 

——— Py + x a . 

记 

3^ i(y 9 z} —一 0之 + a ， 

^ »0,方)—一 Fy + 心, 

，(y ，0 - f【(y，，） 十 A(y, 0 . 

容易 验证： ㊉ ^是 一个压缩映射 • 因而存在唯 
一的 ( y ^)6 E x ® E if 使得 


C —Qz -b x Xi 
—Py + x 2f 



jt ■ q 十 x } •- (y + Py) + (芯 + Qs^ m 


这证明了 
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E —心 ㊉ □ 



M 双曲线性映射的谱 

先名想 E j 的特殊惝形.这时我(I]可以用线性映射的特 

征值的状况夹描述 jl 双曲性. 

定理 4.1 要使可逆线性映射」： R m ^ n m 为双曲线性映射， 
必须 也且 u 须^的任何特征值 a 都不各 在 u 平 ra 的黾位圆周上， 

n ui ^ 1. 

证明 • 岭科.见推论 2.7. 

考兮準 •• 土奇逆线忡映 &M: K-— R- 的特征値都不落在单 
位圆& I：/对任意 e > 0,可以选择 R” 的适当基底，使得 d 表示 
为如下的分块方阵形式 

^ 卜⑷ 0 1 , 

0 /i+(e)J 


这里 




rBl(e) 


0 


WU) 

C 「（ e) 


0 


CT(s) 




BKe) 


0 BT( ckf 


0 


C + (e) 


Br (0 


^ 0 

s X, 

0 


0 < \x, \ < 


1U 



c;(e) 


A 




€ 

0 


I 、 ^ 汊 
g 一 〆, U, 


0 


B (\ a , 〆 , 

0 £ _ ctj 

0 < a ; + 汊 < 1， 

^ 0 




e 


. t ( k 


^ fh 


C ；( B ) 


r t A 


—汽 t 丫 I 


， l/«t >1 


0 




n r t 

s 一 心 r ， 

* 蠢 


( s u A 声 

'' 0 e —^ 

r ? + ^ > l . 

相兑于 / f 的这•分解的直和分解 


H w = 尺 _㊉ E f , 

A \ E _^ A _ C ^), ^\ t \ - ^( e ). 

设 a ， …，〜足我 n 选定的基 l 在 Ri 中可以引人内％<•,•> 


满足 

(^ r » o ) S tl9 iyj =* 1,2, ■ ' 

对于由这内枳引出的笵数 H, 有 

|1//_(0)[| — max jjM ，4 < 1* 

n 要我 i 先选择 s 充分小，魷有 

M —0 )ll < l . 

类似地, H 要 e 充分小鱿宫 
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114(011 <1 •口 

对亍一般 Banach 空问的 线性映射的双曲性，也有炎似的刻 
划.不过这时要 ffi 择子的谱的槪念来代替有限，维空间中的浮子的 
特征值. 

我们约定以记号/代 S 线性空间的恒同算子(恒同映射).于 
是，线性卩的特征值，就是使得 U 不可逆的 

对于驳的 Baruch 空间，我们有以下定义. 

定义42设 （£,11 • ||)是!—空间, A ^ L ( E $ E ). X ^ C . 
如果 XI - A H 有有界的逆 S ? 子： u / _ Ay ^ L ( E , E ), 则称 
1为^的正则办.不是正则点的 > uc 你为足4的 m 点 . 』的全 
体正则点的染含记为 p (/0. ^的诏点的粜合记为^ ： j ). 显然有 
(J( J) = C\p(^) # 

注记 4.3 可以证明有界线性 兑子 L(£*,E) 的谱集 cr(/0 
是 C 中的非空紧致枭. 

依据 Banach 空间的线性算子的谱理论，可以证明以下关于双 
曲性的莕价条件. 

定理 4.4 设 （ E , IM 1) 是 Banach 空间.要使可逆线性映射 

L(£,E) 为双曲线性映射，必须而且只须它的谱集与复 
平面的笮位圆周不相交 ，即： ^(/ Ons 1 - 0. (参看 L 1 M , 第十 
—章，第】 48 节，分解定理 .） 
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第八章 Hartman 定理 

H 双曲线性映射的 Lipschitz 小扰动 


P 吨 h 11 ” 给出了 Hartman 定理的一个泛函分析式的证明 4 他 
的明的核心邡分即本节的定理 L2. 我们先引人一些记号. 

设 （ E ,11 • II) 和 （ f , N ) 是 Banach 空间 • 我们记 

C !( E 9 F ) - {/^( E f F ) Uup|/Wl < + 00 }. 

它按照范数 

i/I _ supl/(x)| 

»l F 

成为一个 Banach 空间.对于 F - •万的特殊情形，我们就简单地 

记 CJ(E)-CJ(£,EX 

以下设 （ E , H ) JS : Bamch 空间 ， E — E 是双曲线性映 
射.于是 K 分解为关于 d 不变的闭线性子空间的直和 

h ^ (i.l) 

可设 

IM - D = i(^lHOI < r < J 9 \\ A ： l ]\ - B (^|£-)- l U<r < 1, (1.2) 
和 

Vx ^ x t + E \ x u ^ E \ 

注记 1.1 相应于 K 的直和分解 （1.1)， 我们有投影*子 PA 
L (£ d f ) 和 其定 义为: 

p,x — x /9 p H x ^ x m9 

V^r — x , + x ui x t ^ E m 4 

于是，相应于 E 的分解， CKE ) 也分觯成 S 和： 

C8 ⑻ -CKH •£，)©«(£，£“)• 
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其分觯方式为 

/ O ) pjOO + PmfM — // O ) + /«« 

定理 1.2 ( Pugh ) 设 9 ,< MC ?(£) 满足 
LipOf), Lip(</») < tnin{l — r 9 \\A 

则存在唯一的使得 

h wmm id 7 ji H 一 ► E 

是同胚，并且 

Ao(/i + tp) •=» (/4 + <A) 0 A. (L3) 

(因而 j + cp 与 3 + 必拓扑共轭 .） 

证明. 方程 （1.3) 可以改写成 

(iW + tj) 0 ( W + <p^ ^ ^ A -|- <l，Xid + 7 ])， 

+ (p + ” 0 (y 4 + tp) m A -h A^rj H - 17), 

十 qp ) 十 < p Q (id + q ) — cp , (1.4) 

将 0*4) 投影到子空间 P 和 P 上，我们得到 

+ tp) « A ( otj -h 也 o(id + tj)- 仍， (1.4), 
+ 屮 ） 63 4 - Kid 4- 7j) — (p m . (M) w 

这里，我们注窻到，对于〜 + 〜 〆 ,€尺 〆〆 应有 
Ax -=» 十 Ax ut Ax, ^ E\ Ax u ^ E u m 

因而 心在 F 和 E - 上的投影分别为和 Ax m ^ A H x Um 
因为 Lip (( P )<||^-| r i t 根据 Lipschitz 逆映射定理（第五 
章，推论7.5)， A - hep 是可逆映射，其逆 （3 + (^)- 1 也是 Upschnz 
映射•又，次_ 3|£*是可逆线性映射，因而 （1.4), 和 （1.4 )，q 
分别改写成 

I 一 十屮,（，3+”）（/4 + 沪） 1 一叭 （ J +< p ) _1 , (1.5), 

W AuK ^ lt * + 4> X^d + tj ) — cp M )^ (1*5). 

分别把 (: 1.5), m (1.5). 的右端记为3^00和 y / n ), 并记 

^(>7) - 3T t (n) +，/”)• 

则 y 定义了一个映射 

^： C 2( E )^ C 2( E) m 

我们指出，这映射是压缩映射.事实上有 
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X?)I1 ^ ( r *- flU 

— ^COB < r (\ + u P (少 ）):b — cil , 

w^m - .^(ow < (r 十 Lip (0» ih - a , 

0 < r + Lip ( c ^) < 1. 

因此，存在唯一的 0 CT ( t )， 使得 

(fd + jj )(/^ + < p ) 一 （/ + 0 )(W + »!)* (1.6) 

交换中和必的地位，可知存在唯一的 f € C 2( E ) ，使得 

(id -+- ()(/1 + 必）《 (d + rp)(rti 十 C ) (1.7) 

由 (1.6) 和 （1.7) 可得 

十 G)(iri 十 tjXW 十 </>) »~ 十 ( p)(id + C)(d + 3乂 

而 

(td + 0(^ + q) D it / -h *j + Kid + tj) = d + ?• 

这里 

荞 s 看出，方裎 

(id 十 5)(4 十 9) — (/! + + ?) 

之唯一解以邙 （ zo 应足{_ 0 ,所以朽 

Od + f )0^ + ** td w 

同样可证 

0 d 4- n )^ + ()—，（ 

这证明了 A _ 以+ ”，—£：是一个同胚.而 （1.6) 可以写成 

Ao(A -J- ip) 調 (.] 十 LI 

注记 1.3 我们强调 指出： 方程 （1.3) 的解一般并 不唯一 ，只 
是在 + 这样的范围内才是唯 一的. 例如 

对于0的情形，除了解 id ^ O ( O ^ CKE )) 而外，还有 
解 td + id { idiCl { E )\ 

注记 1-4 在定@ 1.2 证明中所定义的 ^(1) 实涿上依犊于 
< P 和少 

^( tj ) — ^ 

如果把^视为连续映対 
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,^；A X A X C'i(h) 

这® 

A — {</>€ C2(K)|Lip(fp) < miu{r — un 1 ; _1 }}» 

则 y —致地付煅后一个变元压缩.极据 第六豪定理 8.3, ^的 
难一不动点 n 连续依锬于 y 和少： 

ra V < p ， i . 

只要少和必按 Ci ( E ) 的范数充分小，可以使得 q =如』按 CS ( F ) 
的范数充分小，也就是说可以使 A =以十 n 任意接近于 


§2 Hartman 线性化定理 


引理 之1 设 （ E ， M) 是 Banach 空间 , 

La ： V^{x^ 7?|M ^ r} E 

是有界 Lipschitz 映射，则存在有界 Lipschuz 映时 <p ： E^E 满足 

(i) <p\y co9 

(li) supiVOOII «suM0O)|U 

*€ 8 * tv 

(iii) L*p(<p) < 2Lip (⑺） . 

证明 • 我们 ffi 

wO )， 1 WI 在 r ， 

显然 T 满足 （ i ) 和 （ ii ), 下而我们来验证 （ iii ). 任给:不 
妨设 lk!l < Ikh 分三种情形加以讨论. 

« 1. \ W \\ < Ikl < r . 

II 屮 (〆 ）一 <pCo I < 叫 ( 山 )]〆 一 

悄形 2* M < r < ikll . 

• • • 

IkO ) 一 屮 00II — |to(x0 — co 


^ Lip(oj) 


win 


• HQ * 



< Lip(w) (|> ’ 一 : r|j + ^ )， 



•K 1 i 二)， H 1 -点卜 i 

■ 

■ \\ x \\ — r d^ll _ IMI < B* _ :’ll 

II 中⑺ - 

- 中 (方 )11 < 2Ltp(^)J|x # — ar|i' # 

情形 3. r < ||x-| < \\ x\l 这时我 们有 : 

擎 H 11 


rx * ^ rx 

如腑_ 

则 由情形 2 可得 

l < P (/) 一 y(y)li < 2 Up ( to ) \ y f — yH 4 
伹 

< p ( y f ) _ 

* w(〆 ）_ w 

9 Cy) 一 



因而 


[|<pO ，） 一 9E>(x)|| < 2Lip (⑺）— YTjj 

k li Ik il 

< 2Lip(w)||〆 一 i||. □ 

§13 22 设 （ E，，HI ) 是如 nach 空间， t； 是五中的开鬼, 
0€l/，/€Ci(y,E) 以 0 为不动点（即 /(0)-0), A _ Df ( Q ), 
则存在0点的开邻域 V ( ZV 和 9) € cue) 满足 
(0 < p \ V ~( f - A )\ V ； 

(ii) LipO) < 6. 

这里$是任意事先给定的 IE 数. 

证明.取 r > 0充分小，使得! Wl < r 时 


__ 也… •剛一*|. 


记 
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V ^ {x€ E\M < r } 9 w — (/ — A}\V 9 
则 — E 是有界映射，并且 

\\Dcoix)\\ - }DfM - A\\<^, R 

2 

于是 

\\(a(x f ) — w O)|| < (j。 ||Dw(jt + / (〆 一 x)ydlj l\x' — xll 

^ — \\x r — x \\, Vx\x ^ V w 
2 

因而 

Lip ((/ j ) < —. 

2 

由引理 2.1, 存在 CUE ) 满足 
( i ) « w | F *» (/ — A ) \ V 9 

00 Lip (( p ) < 2 Lip ( oi ) < e . □ 

定义 2J 设 （ E , H ) 是 Banach 空间， t ； 足 S 中 开集一 f ", 
/e C ‘( t /， E ) 以 a 为不动点（即 Ka )^ a \ 如果 4 - D 1 ( a ) 是双 
曲线性映射，则称“为 / 的双曲不动点. 

注记 2.4 如果 a 进/的双曲不动点，那么根据逆映射定理， 
U \^ 七邻近逄局部微分冏胚. 

注记 2*5 在涉及不动点 d 的讨论中，必要时以 十 a ) — a 
代矜/00,我们可以限于讨论 a -= 0的情形. 

定理 2.6 (Hartman 线性化定理） 设 （〗•;， |卜[)是 Banach 
空间， UCE 是开集， 0€ t /， ffC l ( U ， ；0以0为双曲不动点， 
记 J - D / CO ). 则存在0的幵邻域 F 和同胚 A : 7:：— E , 使得 

Ao/]f — / toji } v 9 

即 f 与 j 在0点邻近局部拓扑共轭， 

证明 * 相应 F 双曲线性映射 J _ D /(0), 冑£ 的克 和分解 
/：- 尺 ㊉ K ", AE g - E r f AE H ^ n \ 

必要时换以等价的范数，可设 
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II^II *= max { l | r # fUl 

Vjt = x, 4 - x n9 x f ^ E f 9 x m € E M i 
\\ A J \[^\\( A \£ 0 \< r <\ 9 
M ^\\( A \ E ^[\< r < l t 

取 e 满足 

0 < 6 < min { 1 — 

对这样的 e ， 存在 0 点的开邻域 〆 和有界的 Ltpschitz 映射 rpe 
C ?( E ), 满足 

(0 — (f — A)\V f 

00 Lip (( f >) < 8, 

对于必 £ G 的 情形利 用定理 U , 我们得到：存在同胚 A « 

— 使得 

h°(A + qo ) —• A <> h . 

限制到 F 上即得到 

hof\V -制 11/. □ 

注记17上述定理中的 A 应把/的不动点0映成3的唯一 
不动点 0. 因而 A ( 0)—0. 

§3双曲不动点的局部稳定性 

引理 3-1 设 （ E ， H ) 是 Banach 空间，五）是双曲 
线性映射，则 d - A ： E ^ E 是可逆线性映射（按照我们的约定* 
这就是说“一 d 在 L ( E ， S) 中有逆)， 

证明.设 E 关于 j 的闭不变子空间分解为 

E - E 1 ㊉ 五 2 , JE 1 - E\AE 2 ~ E\ 

并设 

u: I *= max{lljfil,|r 2 ， l } 

V；r ™ 太慕十 E 2 9 

Mi 卜 ll (^ lK *) l !< r < 1 # 

11<1卜 II ㈤ Wl < r < l . 
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我们•证明对任窓 y € 方程 

x — Ax ~~ y (^.1) 

有唯如妒这一 jt 实得钊确认， 邡么 mmrh 逆映射定 
理 （ U 51 ，W ( II 故，定理 4.1) 就保证了 W — d 在 Uh H ) 中有 

逆， 

将方 e (3.1) 投影到 p 和 p t 得到 

|^« = + y" (u). 

xi — 十 y 2- (3.1 乂 

上两式可以改写为 

卜一心、十 y ,， (3.2), 

— y 3 ) # (^.2) ? 

将 (3.2), 和 (3.2), 的右边分别记为叱 O ) 和爽00,并且定义 

少 M 画 少 ,0) + AO). 

容易若出 M 压缩映射，闪而具有唯一不动点这 
就是说方程 （3. t ) 具有唯一解 .□ 

双曲不动 A 在 c 1 小扰动下不会消失，审实上我们有以下定 

定理 3.2 设（尺，>||)是13卿化空间， J / CIE 是开集， fUf ； 
是 hcxt /， 的双曲不动点.則存在0点的开邻域狄 CU 和 
f 的 C 邻賊使得任意 ft W 中有唯一不动点 G 并 
且 C 是# 的双故不动点. 

ilE 明4我们知 id ， 双曲不动点的舐合 H ( E ) id L ( E , E ) 中 
的开災 . A - Df (0)^\ l ( K ) 9 所以存在存>0, tm 
B ^ L { l ： 9 E),\B — A \\ C 2 d ^ B ^ ll { E ), 

由 "/ 的连续性可知，存在 a >( J , 使得 

k !|< a => ' p /( x ) - A \\ < 3. 

于是，只要 \ k - n &< s 9 就有 

]r|| < a=^ OgQx^) A I <i 28 m 
YdF ^ id — /, m Z)f (0) — Id — Df(0) 泣 td — A 是可逆 
线性映射.由第六窣足理 9.8 4知，存在 
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V -\ y ^ E \\\ y \\< Y } (r >0) 

和 

W - {GeC\U 9 E)\\\G - F\ c i < s \ ( 0 < e < d ) 9 

使得： 

VG€ ^ f y € ^,3^^ 咿 • 3 * GQx) -= y t 
记 

^-{ g ^ c l ( u y E )\\\ g ^ t \ y < 8 } m 
因为 my 时 — 所以存在唯一的 w ， 使得 
G ( c ) — r — g ( c ) — O p 即 〆 又因为 [| Z ^( c ) — /||<2 沒， 
Z ^ chHfE )， 所以 c 是 i ? 的双曲不动点 .□ 

弓 I 理 13 设 W L ( S , S ) 是双曲线性映射，则存在 s > 0,使 
得： B ^ L ( E , E ) 3 ||B - A \\< s ^ B 与 d 在 0 点邻近局部拓扑 
共轭. 

证明，我们沿用 S 1中关于记号的约定，取《满足 

0 < e < — min{l 一 r 
2 

对于 B € L ( E , E ) f (| B -^< e •置 

(B-A)M, IWI < U 

…)-卜-叫“)， , M>1 . 

类似于引理 2.1 中的做法可以验证 

<p€ CH(E) 9 Up(ip) < 2\\B - A\\ < 2s. 

对于办 _0 的情形应用定理 L 2, 可知 j + cp 与^拓扑共轭.因 
而 B 与 j 在0点邻近局部拓扑共轭. 

定理 3*4( 双曲不动点的局部结构稳定性）设 e 是 Brmach 空 
间， t / C 五是开集， U 是 / eCYC ；，^) 的双曲不动点，则/在 
0点邻近局部结构稳定 ，即： 只要《在 U 意义下充分接近于/，玄 
在0点邻近就有唯一的双曲不动点 r ， 并且 s 限制于 c 点附近与 
f 限制于0点邻近彼此拓扑共扼. 
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证明.由定理3.2,只要 S 在 C 1 葱义下 充»接近于/，玄在 
点邻近就夯唯一不动点 f ， 并且 < 是 S 的双曲不动点.记 

g(y) -= g{x 十 I：) 一 c 9 B ^ Dg(c) -=« Dg( 0) # 

则在0点邻近有以下焯部拓扑共轭关系 

loc. 

!〜5, 

Ue ‘ 

9 

loc. 

因而在0点邻近有 

loc. 

记 

r,：E -*• E 

X I ―> 4T H- c. 

则有 

卜 “ 

即 B 在其不动点 f 邻近与 f 在其不动点0邻近局部拓扑共短.因 
而 e 在 e 点邻近与/在0点邻近局部拓扑共轭 .□ 
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第九章？^中双曲不动点的 
局部拓扑共轭分类 


H 局部拓扑共轭的标准形式 

上一章中关于 Banach 空间中映射的双 ffl 不动点的一般结果, 
对于 IT 中的映射当然成立.例如，由 Hartman 定理， f^CXU 9 
IT ) 在其双曲不动点0 €以邻近局部拓扑共短于 J _ 0/(0)； 

! oc * 

又，如采 -4 t Hf H ( R-),!M - B [ I 充分小，那么就有 

foe. 

yi 广、/匕 

利用这些结果，我们给出双曲不动点的局部拓扑共轭分类.由上 
述讨论，只须考虑双曲线性映射的分类即可. 

以下，如果没有特别的说明，所说的局郎拓扑共轭，均指在 
0点邻近的局部拓扑共轭. 

引理 U 如果 /fW € H ( R ") 连续依赖于 K [0,1], 那么 

^(o)~^(iX 

证明.对任窻 q €[0, I ], 存在/。的幵邻域 t / o ,)， 使得 
u (/。) 时 

loC - 

4(0 八 ■ 々 “))• 

选择有限个 /,(/_ 1，使相应的 t / o 山7(/ 3 )，…， u(f t ) 

M 盖 [0 ， 1], 设这拟盖的 Ldxrsque 数为 S, 取 ,V€ N, /V ；> ^■.把 

d 

to , 1〗分成为 W 等份 
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则有 


toe. 


luc. 


AC ( 丄 ) ^ 

IrtC- 


toe. 


A 


(宁) 


loc # 


^ O ). □ 


注记 1.2 我们知逋 H(R〃） 是 L(R%IT) 中的开集.上面引 
理指出，如采 d ， B 6 HCR -) 可以用一条包含中的连续 
曲线连结，那么 J 与 B 局部拓扑共轭.因而 H(R-) 的每一道路连 
通分支含于一个局部拓扑共轭类之中. 

定理 1.3 任何与以下4”，个行准肜之一局部拓 
扑 共轭： 
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证明.我们约定：一个(任意阶的)方阵称为是如果 
它的每一特征值1都满足 

UI ^ 0 , 1 . 

显然，为使一个对角形分块方阵是双曲的，必须而且只须它的对角 
线上的每一子块是双曲的.设对角形分块方阵 



是双曲的.如果其对角线上的某一子块馮在双曲阵范围内通过 
一条连续道路 [0, 1]) 而变化，那么显然整个方阵也在 

双曲阵范围内通过一条连续道路 AOX ^ [ o , i ]) 而变化，这里 

- 

•’ 0 

AiO — A^i) 

0 • 

A n - 

以下，我们分若干步骤，把任意双曲方阵 d € H ( R -) 化成所述的 
标准形式. 

由线性代数课程知道，3相似于它的扣 rdati 标准形 
j ( i ): 形状如 
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相似（即线性共轭）当然是一种拓扑共轭，所以我们有 

loc» 

因为/是双曲阵， A ( 0 也应是双曲阵 （M [0,1]), 所以 
这里 j ( o ) 形状如 
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亭 ft 我们指出上述 ^(0) 局邰拓扑共轭 T 一个对角形方 
阵 b / 把形状如 

一 〆 


a 

-^ (X 


O a + 〆 尹 0,1) 


的子块写成 



»"¥ 

p c.osd 一 p sia 6 



-p sin B pcosd - 


这里 


p 


十 〆 / CM * 


a 




cqs6 ™* _ -- sin 0 *» — __ 

\/« 2 十 〆 -/5~ ■+■ 〆 


记 


r(i) 


pcoa(l * 一 /)$ 一 />sin ( \ 一 t)& 
p sin ( 1 一 /)^ p cos ( 1 —/)0 

则当 < 从 o 变到 1 时， no 在双曲方阵范 m 内连续变化，并 a 


r(o)- 

—〆 

， r ⑴一 

P o * 


1 ■夕 c * - 


<j p 


SRHf . 我们指出，交换方阵的两行和相应的两列 •所 得的方 
阵与点古‘线性共轭(相似).因此，由第二步获1导的方阵衫可以 
重新排列成为如下的 形式： 


C 


1, 


广 +1 


^P4g 


0 


0 
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这里 


— 1 < 1; < 0，彳一 1，…， 

o< I < 1, p + U …， P + 亨 ; 

叫 < 一 1 ， 々口 * 1 • … ， ?• ； 

产 i>l, / ^ r H- 1 , • - • , ， +f; 

P + 殳 + r+J M m. 

第四步.找们指出， C 局部拓扑共轭于 

參 ♦孀 



事实上，我们有 

ACO - (I — /)C + /D6 H(R ”， V/ € [0 ， 1】. 

△(0 连续依赖于 M fo , n , 并且 

A(0)*»C ， A(i) — D m 

亭孕争 • 我们指出，如下形式的两对方阵块，分別可以在双曲 
阵范 - 士，•用连续道路波此连结： 




寧实上，对 T 尹1,显然 


AO 



— v sin. Jti 



Oe LO , i ]) 


是双曲方阵，并 a 

A (0) V 0 1 , /1(1) — ~ V 0 1. 

G y 』 0 一 v」 ！ 

利用上面五个步骤，我们可以把任怠双曲方阵化成所述的 4 咐 
个标准形式之一. □ 

困难在于证明这4 W 种类型彼此两两不能局部拓扑共轭.这 
将是我们在下一节中的主要任务. 


§2局部拓扑共轭分类 

设4和1是上的双曲线性映射， IT 相应于 d 和，的不 
变子空间分解分别为 

R， _ £：，®E* 和 ㊉ 

如果 F 是 It" 中包含0点的开集，而 

— R - 

是从 p U 到 A(F u A ( v )) 的同胚，满足 

hoA\V ^ oh\V , (2.1) 

那么由拓扑学中的区域不变性原理可知 ，AOO 也是中的开集； 
又由共轭关系 (2.1) 可知,是，的唯一不动点0.因而 
A(F ) 是 R« 中包含原点 0 的幵集，并且显然有 
h(V\JA(V))^ h(V)\JH^(V)) 

■ A(V)UAXKy))- V^AXV^. 

我们引人 记号： 

V' — E^Vt v m ^ E m r\V ； 

引理 2*1 双曲线性映射之间的局部拓扑共轭，在局部把收缩 
子空间变到收缩子空间中*把扩张子空间变到扩张子空间中.事 
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实上，用上 面巧 人的记％ 灰示 ，我们荇 

h(V f )^ v tg , h(V^=^ V f \ 

证明. 收縮 f 空间的特征是 

Urn A^x — 0 , 

扩张子空 ㈤ 的特征是 

lim A 々 y 0* 

4 ♦+« 

显然局部拓扑共轭在局部保持上述特征性质 

lim A tk -h { x ) «= lim h ( A ^ x ) — 0， 

A -* + *» + 

lim W ’ M ( y ) -=* lim A (々 y ) 義 （)• 

因而 

h{V f )czV'\ hCV^dV^. 

又，由 （2.1) 易得 

h^oA^V 9 -= Aoh^ y \V\ 

因而又有 

A 一 l ( y ") c ： V \ h -\ V fU ) dV \ 

即 

WCIA(F'), V tU dh{V^ t □ 

引理 2.2 如果两双曲线性映射 4 和 / T 局部拓扑共轭，那么 
它们也就整体拓扑共轭. 

证明 • 我们沿用前面的 记号. 即假设 P 是 R 0 中包含原点0 
的幵染, A : ^hk y U A ( V ) h(V \J A ( V )) 

同胚，并且 

hoA\V ^ A f oh\V, 

记 

V — VDE^ VC\E m ； 

V r ^ h ( V ) 9 7 ,w - V , C \ E ftt m 

我们还引入记号 

K^h\V\ h m ^h\V\ 

对任意存在 r € Z + , 使得 V . 我们定义 
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(00 麵 (4) 一味。 ， (.0, Ar\v^ a 

这样定义 的孓: ^ 娃确定的.讲实上，如果 A ^ x ^ V \ A r ^ x (： 
V \ 那么 

{ A ^-^ ok ^ A ^ ix ^ - (，厂'。((，厂‘。九。/0。，00. 

因为 y - ，(:0 e w 时 (^T*oV^Cy)- Uy ), 所以 
(A t )- {r ^oh i oA r4r \x') —( 沱广 。 A W). 

上述讨论 说明： A ,( x ) 的定义与使 ； rf A -\ V ^) 之 M Z + 的选择 
无关.因 而之 ： P ^定义了一个映射.这映射限制在每一 
A -{\ / r ) 上都是连 续的： 

_ ( 汐 )—0 九 o/Tl/T r (r) # 

因而 1 在£ < 祖 u / T 乂 P ) 上是连 续的. 并且 

is ( E0 - u 1 ( 广 ( p ))- u cryxhxvo ) 

rt Z + 

容易看出， &有连 续的逆映射， 

A7 l Cy) - ^-^/o(^7(y). Vy€(，m 
因而是同胚 • 同样的方式可以构造同 胚夂： E^E tm 
如下 

X.Cr) - (^yoA.o/f-^), A\V^\ 

然后，我们 If 

SO) ■— h(^x t + — l(r ,) 十 % m (x H ) 9 

Vx — ^ -h x M9 x t € ES x K ^ E w . 

显然 A ： R ^-* R n 是连续映射，并且它有连续之逆映射 

A -^ y ) - A - 4 ( y . ^ y .)- h 7\ y t ) + hZ \ Vu ) 9 
Vy — y, + y. , y, € F/\ y m ^ E' 

因而心 M —IT 是同胚， 

对于 A 存在 r € Z + , 使得 t , € 于是 Ax t € 

A^ v (V^) 9 
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% t ( Axj) r ( 

» ，。（1广味。，0,) « AXiXx ,)). 

同样可证，对于 〜€仏有 

ha ^ AXu ) = ^ (^ xj (^)). 

因而 ，〜 ^ 

%(^Ax) = A^Axj + ^x m ) M %XAx^ 4 - 7i u (Ax^) 

姐 w 孓 CO + ^huix^) 

«=* A d(x,) + =- A h(_x)y 

Vr —■ ^ + r.,» .r, € E% x u 6 E u u 

这证明了 A 是 j 与，之间的(整体) fc 扑共轭 .□ 

注记 2_3. 在上面引理中，1,是 I 的扩充（延拓），2„是夂的 
扩充.但是 X 却不一定是 A 的扩充. 

与局部拓扑共轭的情形类似，我们有 

引理14双曲线性映射之间的拓扑共轭把收缩子空间变成 
收缩子空间，把扩张子空间变成扩张子空间.即如果心 M — 

是^与，之间的共轭同胚，那么 

A(p) = £：", h{E u ') - E rt \ □ 

为了进一步讨论同胚 A 的保持定向或反转 g 向的性质，我 fl ] 
薄要介绍有关映射度的知识. 

以下，我们用^ • 丨袅示 W 中的范数，并且约定用记号 ； C—CO 
衷示 | Jf | —► CO . 

设 F ： H ^ > ^ 是连续映射，满足 

lim F 1=1 0O 

(按照我们的约定，此即 Km \FM \ - co ). 通过添加一个无穷 
远点00,我们可以把 R *“ 一点紧化“为 MU {00} - SU 例如 M 过 
球极投影).于是^可以扩充为从 f ^ U { co } 到妒 U { co } = 

的连续映射.这扩充后的映射仍用 F 表示.映射 F : S *— V 诱 
导出同调群间的 N 态： 



这里 £ 是 H k ( S ^ 的生成元， nU . 映射 F 的映射度即定义为 
deg ( F )-«€ Z. 于是，我们有 

F*(^) — deg(F) • r fl 
这里^是 ^( S*) 的生成元 
关于映射度，我们有 


(0 如果以:沪沪表示球面 V 的恒同映射，那么 

deg (/ d ) — 1; 

00 如果 — V 是连续映射，那么 
deg(G<>F) — deg(C) - deg(FX 
如果 — #是同胚，那么显然有 

de g(F 1 ) • .^eg(F) — deg(/V) — l t 


因而 


deg(F) _•士 1. 


我 H 约定： 

deg(F) _ 1时,称同胚 F 是保持定 向的； 
degCF) _ 一〖时,称同胚 F 是反转定 向的. 
引理 2.S 设是同呸，则 


limG ( af ) 画 00. 


证明. 若不然，则存在〜 使得有界■因而可 

以选出 { GO,)} 的收敛子序列： 

—y + co ). 

但这时应有 

^ — ( y ) (P — + oo ), 

与 h oo 矛盾 fc □ 

引理 16 两个拓扑共轭的双曲线性映射，或者都保持收缩子 
空间的定向，或者都反转收缩子空间的定向. 

关于扩张子空间的定向，也有类似的论断. 

证明.设 W 和，是上的双曲线性映射， IT 关于 j 和， 
的不变子空间分解分别为 

li m —汐㊉尺“和 — £"©E' 
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又设同胚满足 

ho/i mm 

因为 h ( E n )- 拫据维数不变原理我们有 

= dimE", dixnE ¥ —■ dim£ 

以下记 

k — dirnE' ― diniE"^ 

将 p 和 r 分别等同于 ro 

E^n^ t E ,g ^ R\ 

于是，同胚 A ：： E fl ^ E ft ^ w — E “ 分別诱导 
出罔胚 

X ： R^RS 

A:R *— R* 

和 

(: m 〜 m, 

使得以下的图表可交换， 



因而，我们有 

h s ^ A t K ， 

如名 (O - deg(/4|) — tieg(y^) • dt*g(4)» 
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^(A t ) — deg ( 丄 ) . 


关 F 扩张 IP 空 Ihj 的定向，可类似地加以讨论 .□ 

根据上一节的讨论，一个映射在其双曲不动点邻近与某一双 
曲线性映射局部拓扑共轭；而每一双曲线性映射局部拓扑共轭于 
以下4个标准形 之一： 
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定理 2.7 上而列举的 4 m 个标准形，分别 W 于不同的局筇拓 
扑共轭类（对于双曲线饨映射而言，局部拓扑共轭类也鱿迠拓扑共 
扼类) • 

证明.对尸不 R 的两个标准形，至少有 以下悄 形之一出现. 

1 . 它们的收缩子空间的维数不同.这时根据维数不变 
原理不可能拓扑共轭. 

\m 2 . 它们的收缩子空间的维数相同，但是其中一个映射 
保持空间的定向，另一映射反转收缩子空间的定向，因而它 
们不可能拓扑共轭. 

3. 它们的收缩子空间的维数相同，并且它们都 保持收 
缩子 ilAA 定向， 但玷其 一保持扩张子空间的定向，另一反转扩张 
子空间的定问，因而它们不可能拓扑共轭， 

综上所述，我们证明了 4 ⑺个标准形分别涊于不同的拓扑共 
轭类，因而也就分诚于不同的局部拓扑共轭类 .□ 
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第 + 章双曲不动点的稳定流形与不稳定流形 

本章与第八章一样,在一般 Banach 空阆的框架里进行讨论. 


§1稳定集与不稳定集 


定义 1.1 设 （ E，[l ) 是 Banach 空间， U 是石中开集，06 
1 eC l ( U f E ) 是从 U 到 f ( U ) 的微分同胚(这只须 验证： f 在 
t； 上单一和对任窓的 x ^ U 微分 DIM 是可逆线性映射）， f(0) 
-0, VCZU 是0点的任意邻域（即以0为内点的任意集合).则 
/在 n 点的屈邰稳定涞和局部不稳定後分别定义为 
W;(0)_ W 二(0，/) 

—以 Arw 
1 /-0 

和 

w?( 0 )-W?(o,0 

- fV ⑺ 

' /-0 

定义I . 2 设 （ E， 丨 •«) 是 Banach 空间， 1： E^E 是微分 
同胚，/(0) - 0. 则/在0点的稳定级和不稳定纸分别定义为 

• • • •籲 * ♦ 

W (0)= W ^ O ,/)- Kilim 严 00-0} 

和 

w -( o )- W ^ O ,/)- { y^E lim /-Hy) - 0}. 

显然这时对 0 点的任意邻域 P 有 

go 

w'(o,o= u rw(o，/)), 

/- o 


W(y)-0 


lim _ 0 
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w 乂 o ,/)- U / W (0,/». 

I *=0 

例 L 3 对于双曲线性映射 —£, 我们有 
W f (0, A) - {x^E\]im l^x) - 0} - 

W*(0 ， /4)™ {y € E\ lim /~*(y) — 0 } ™ E" J 

如杲令 

v ^ mwi < 4 ， 

则有 

W;(0, A) ^ V r\E u ^ V u , 

例 L 4 设 0 谷 t ； 是 /6 CX ^/， E ) 的双曲不动点.根据 Hw 
ttnan 定理，存在同胚 E 使得以下图表可交换. 

£/〕£/• - 1 _^ S 

k h 

以 =0/(0) V 
f - ^ P 


这里 u 9 czu 是包含 0 点的适当开集.我们知道 K %) 也是包含 
0点的开集（因为 — E 是同胚并且 A (0)- 0). 以下记 

E(r) — {x^ E \ |]j ：11 < r }, 

E f (r)^E(r)n^\ E\r)-E(r)nE\ 

取* > 0 充分小可使 

E ( iOcKu 0 \ 

记 


r y (E ⑷)， 

则有 

w?(o,0«rxEV)X 

注记 1_5 由 Hartman 定理， /€ CT (", EXr > l ) 在其双 
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曲不动点处的局部稳定集和局部不稳定集部是拓扑流形（参看例 
14). 在下一节，我们将进一步证明 /^ C ( f /, E )( r >0 在其双 
曲不动点处的局部稳定集和局部不稳定集都是 CT 微分流形.因 
此，我 n 有埕由把/在双曲不动点处的稳定集和不稳定粢分別称 

为它的學竽呼 聲和不 寧牢雖$ 

1.6 •我们•对 •““ 士” •衆(“稳定”流形)和“不稳定，，集(“不 

稳定”流形)这样的术语作一点解释.这里所谓的“稳定”或“不稳 
定”，与我们所关注的结构稳定性并无关系，仅仅用以表不点在/ 
的正向迭代下趋向不劝点或远离不动点.若采用“近趋集”0‘近趋 
流形”)和“远离集 1 T ‘远离流形”)这样的术语或许更好_但为了'達 
从巳经普遍习惯了的用法， 我们仍 沿用“稳定集”和“不稳定集”等 
术语 • 


§2稳定流形定理 
先作一些一般性的约定. 

设是 Banach 空间， A ： E ^ E 是双曲线性映射， 
于是£分解为关于^不变的闭子空间的] U 和 

E 两 妒 ㊉ E' 

必要时改赋等价的范数，可设 

ik 1 "*■ Hiax { IU ， || r 』} 

V.v -=- x t x u ^ E ! , E u ； 

UsW - \(A\E f yi<r<U 
M ； ，; , - KA \ E - r i \ Xr <\ 9 
(这时找 n 说^的斜度 ) 

我们采用以下记号 

尺 O) 叫 “ ^|1U( b} 9 

^(3) - ue ^nfxi ewc \^ m 9 

EXb) {x^ E-I1UI 
并且把尺 O ) 等同于 PO ) X 
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£(*) — E \ b ) X E M ( b \ 

引理 2.1 设是 Banach 空间， L ( F , F ) 是可 
逆线性映射，则 

\Bz\ > IBThhV 名 6 F. 

证明.我们有 

引理 2.2 设 0 <f < 1, 0 < s < 丄 （ r - 1 _ 1), 则 r - 1 一 

2 

e > l + e > r 4-6 # 

证明 . 显然 . □ 

由第八章引理2.2,映射 fecxu , E ) 在其双曲不动点0邻近 
可以表示成 A - h < P 的形式，这里4 _ 0 /( 0 ) a 双曲线性映射， 
Ltp ( cp ) 可以小于任意预先给定的正数.以下，我们对形如 /-d 
+史:£(>)4£这样的映射进行讨论. 

引理 2.3 设 j + 满足 

Lip (/ — /4) — Lip (< p ) < s < — ( r _l — 1), 

2 

这里 0< r < l , 而双曲线性映射的斜度 如果 
HO 满足 

Ik : 一 K — 刎， 

那么 

i[w〆 ）一 /“ooii > nuy) _ 九⑽， 

并且 

IIK〆 ）一 1MW > (r- 1 - s)B〆 一 r||. 

证明 • 注京到当 Ik : — U > | x ; — d 时有 

(|^ — x \\ ^ max{||^ Xm\)y fljc! 一 

^ Wm — X.ll > 1!^ — xj | , 

我们得到 

!]/_(〆 ） 一 / • W — K〆 ， 一 A M Xu — fpyWl! 

^ : i 人（欠二一怎 .yj — 11妒《(尤’）一屮 《oofl 
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> IldlK — ％•— L ! p (< p)B〆 一 jtU 

> r ^\\ x ： x m \\ ^ e\W ^ x \\ 

— ( i ** -1 — 6) lk ' — 4：||, 

lit_ /，COII ■ IIK 一 d〆,+ <p,(〆 ） 一 <p«CO_ 

< IMrlllk/ ^ X t \\ + Ltp(<p)I|^ r — xt 

<(r + OB *’ 一 

于 是有： 

11/ •⑺一 UMW > ( r 1 — s )[ y -4 

> 0 十 Oil〆 一 Ml 

> Ilf •⑺一 fsML 
B / CO -/ OOII - UWO_/_OOU 

> ( r 1 - S)lk — 4 □ 

注记 2*4 设 jt 一义 + 定麟，心€ E ’， sr _€ E *. 我们约定称，为 
孝參咛，如果 lkJ |> lklL 引理 2.3 告诉 我们: 如果 〆 一^是竖 
那么 /CO — 办）也是竖向的，并且 [1/(0-/0011 至少 
是 II〆 _ 4的 （P - 0倍. 

推论 2*5 设/ 一 4 + — E 满足 

Lip (/ 一 /f ) — Lip ( qp ) < 6 < 1 ( r _I — 1) # 

2 

如果满足 

1) f k < y ), 尸 o )€ eo )，々_ o ， i ,2,"*， 

2) \\ x ：- x m \\>\ W g ^ x f \U 

那么 〆 一 X . 

证明.因为/★( 〆 ），尸 CO € EO )， 々=»0, 1，2, •• •，并且 
!kl _ xj > — r ,|| ,所以可以重复应用引理 2.3 而得到 

2b > | W ) _ /々 CO I > ( IT 1 — 8)七，一 r !|, 

々一 0, 1，2,… 

但 一 s > 1 + s > 1，所以必有 □ 

推论 2.6 设/ - J + wEOO — E 满足 
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Lip (/ — A) ^ Lip(<p) < e < — (r k — e). 

2 

如果 < 和 x 满足 

O 尸 ( 〆 ）， f k M ^ E ( y )、 \篇 0,1，2，一， 

2) x\ — x, f 

那么 〆 =« x ， 

证明.这是上一推论的特殊倩形. □ 

注记之7推论 2.6 说明： 对任意的 f E ^ y 至多只有一 
个 A - gCx .)^ £•(>), 使得 r - O ” l ) 满足 

J K M ^ EQb )， 欠一 0, 1， 2, … 

由此可见， / 在 0 点的局部稳定流形应落在某一映射 g . JHb 、— 
轉 、的图象上 

以下，我们将看到，/的局部稳定流形正是一个具有某些良好分析 
性质的映射 g ： E f ( y )^ E u (^ 的图象. 

首先，我们指出，这样的映射 S 应该满足 Lipschitz 条件， 
Lip (宏）< 事实上，如果 〆 《= ( Jf :，0( x ;， gCxj }) 和 r =* ( r ,， 
〜）_ U . gM ) 是/在0点的稳定流形上的两点，那么 
/*( 〆 ），尸00€五0)，々一 0, 1, 2，一 

按照推论 2 . 5 ,这时 f 亨 

IIK 太:） —11^- — 4 f u | > Wx ", — 4 f ,||. 

因而 

WsM - gM \\<\\ r：-xM 

我们还将证明，如果 f 在 Eib ) 是 cy 的(即在包含£(彡）的某开 
集上是 C 的），那么相应的映射 if 也是 c 的. 

定理 2*8 ( 稳定流形定理）设 f 一/十 ( p : 五（占）— £ 是— 
映射，其中/是斜度为 r 的双曲线性映射 ， 9: E { b ^^ E 满足 

Lip(qp) C e < min 11 — r , (r _, — l)j. 


y (0) — 0. 
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则存在 Lipschuz 映射 

S ： E 片“0)， Lip (犮） < 1 ， 

使得 

多心）一 Ka , sM )\ x ^ EW ] - W £“ o , /)• 

如果 /( 因而中一/一 / O 在 so ) 上还是 C 的，那么 S 在 PO) 
上也是 cr 的. 

证明.根据定义，要使 x = Cx sj x h }€： \\^山(0，/)，必须而且只 
须 

(A 4 - <p} k (xj > x m ) € £(^) f 々 — 0 , 1 ， 2 ,…， 

匕。切)〜，士 0 ♦ 

我们把含于子集 SCZE 之中的，收敛于0的点列 r » { r («} 的 
集合记为9^(5)，即 

^ o (5) {r = { r (次） } C 5 I lim ，（々）= ◦}• 

々- ►+«» 

对于 S = E 的情形，在 5^( E ) 中可以定义(逐项进行运算的） 
加法和数乘，同时可以引人范数丨 • I : 

\r\ - sup ||r(OII < +oo. 

易验证 （ Y 0 ( E )， hl ) 是一个 Banach 空间.如果 S 是 H 中闭子 
集，那么 ^ o (^) e ^ 0 (£) 也是 ^ 0 ( E ) 中的闭子巢（因而是完 
备子集).以下,我们考虑作为 ^ o ( E ) 的闭子集的完备距离空间 
以£(*)).如杲 x € W “、( Q ， f )， 那么显然由 

y(0) — r ， r (々 + 1) … （J + <p)r(^)(^ _ 0, 1 ， 2 ,…）， 

定义了 中的一个元素 r = { r(OK 

我们寻求满足以下条件的 r - { r (0}€^( E (^)) : 

r (々+ l )_( y 4 十 ( p)y (爻） （々= 0，1，2,…). (2.1) 

对于这样的序列显然有 WI ⑶ （0,/). 把 （2.1) 分别投 
影到 P 和上 可得： 

r Xk + i ) 一 A t Y t (^^) -h tp / rCO )(々一 0,1，2, …）， (2 1), 

r u{K + 1) + W ( y (々))(々 一 0， 1 ，2,， ••乂 (2.1 ) m 

我们以 r f (0)-^ 为参变元，把上两式改写为 
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U , r ,(々一1) + 吶 <>(々 1))( 卜 1, U , 

( 2 . 2 ) 

y .(0 _ ^zX Y u(\ + i) — <p«( r (^))) (t — o, 1 ， 2 ， …乂 

( 2 . 2 ). 

把 （2.2), 和 (2.2), 右边的衷达式分别记为 

7,0,， r )(々） 和叉 K ( r " r )(0- ^. Cr)UX 

又罝 

叉 U ，rXO - (，“， r )(0,，•(》(々))• 

这样，我们定义了映射 

叉： E'O) X 7 。 (£'( 办 ) ） — / O (£ 0 )). 

以下验证娃一个 Lipschitz 映射.我们有 

)( o — ，心' 〆 )(々)!卜 {“’ n ::;: 

r )(0 - rXOi ! - 0 

(々一 0, 1, 2,…)， 

l^(x； f r)- ^(x^r)l <K-x,!I; 

又有 

I.CO" r )(0-r )(^)1! <(r + 6)lr^-r| t 
in ， )( 々）一 AO" r)( 々 )|| < r(l + t)\r 一 rI, 
i.^TO ,,，） 一 • 外 ” r)i <(r + e)lr J -r|. 

我们*到 W ⑹ X K ⑻办 )）— 々%(£ ⑷)是 Lipschiu 映 
射，并且一致地对第二变元压缩（因为 T + e < 1). 根据第六章 
定理8.3,存在唯一 Lipschitz 映射 

满足 

7?0')) — » n ( L )， A € 五'(厶) . 

考察 ”0,)( P %(£<»), 我们有 

7 jO »)(々 + 1) — （ J + </】 MO (々)，々一0, 1，2,…， 

l;m (J 十 y)^;(^)(0)— lim n (A)( 々 ）-» 0. 
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闵而 


< O (0) € W f Clb ((\JX 


显然有 

^.(0(0) « 7,0” TjOOXO) - A. 

如果 i 己 

5(:/)"* 以义，)⑻， 

则映射使得 

«>” § M )- ^(^)(0) € (0, /)， 

即 

發心 >d\v“(0,/). 

再由推论 2 6 和注记 2.7 即得知 

汐心）— W “(0, /). 

如來 屮 : EW _ 还珐 C 的(即在包含 /f O) 的某幵级上笾 
C 的），那么 

_f:E，(Z0 X 7 0 (£<>))— P%(iT) 

也 ao 的(这魷是说，可以把^的定义扩充于包含 E >{ b ) X ^ 
(出 >)) 的一个开銀上，并且是 CT 的）.因而 ^：P(^)->^(/：)lti 
处 C 的(参看第六敢定押 3.4). 考然 g ： E f ( b )^ f ^ 的表 达式： 

g ( x t ) — ^(^,)(0), 

我们得到 

g ^ Jt o p o 

这电 —E ® P%(E) 中的序列到其第0项的 投彤; 
vEW 是从 £ — 尸㊉ E “到 E “的投影， P 和汉都是裔界 
线性映射，因而都是 cr 的.前面已谈到，〃进 cy 的.于是互_ 
arop 。^ 是 (7 的， □ 

推论 2.9 在定理 2.8 条件下，我们有 

W^ M (0, 0- f ] 1' k W )) 

** o 

- - «>， 1，2，一}. 

证明.显然有 
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wu ( o , /)cfl 

我们来证明相反的包含式 . 由推论 2.6 和注记 2.7 可知，对任老 
x m € E % b ), 至多只有一个 x u € E w (^) 能使 x -= ( x t 9 x u ) 满足 

P ( a .) € h •(厶 )， ^ — 0, 1 3 2, ••- (2.3) 

但由定理2,8已经知逍 A - g ( h ) 满足上述条件.这样，我们证 
明了，如采 f 满足（2.3)，那么 

x t — W ^ t ^(0, /), 

即 

40 

n 卜 (h ⑴) c 汐心）一 w ^ xo , a □ 

**•1) 

注记 2.10 推论 2.9 的结果可与第七章命题 2.6 的 o ) 相比 
较.由推论2 9,我们可以把/在0点的局部稳定流形定义 为：在 
/的正向迭代下始终停留在赶 O ) 中的点^的提合.这种定义方 
式，比较容易检验，使用起來史为方便. 

命 12 2*11 在定理 2.8 的条件下，/ 一 4 + $在其局部稳定 
流形上满足 

ii/w-/(y)ll<^-y ： l, Vx, y€W^ y (oj )； 

因而，对于任何与 I • I 等价的范数 I • I 也有 

|外）一 / Ky )|</ a 十 一 

V ； r ， y€ W“(0,/), 卜 0, 1 ， 2，". 

这里 

0< 卜 r + 6<l, K>0^ 

刪.如果 W “)(0，/)， 那么必定有 

(1^„ — y w fi < % x t — y # il . 

否则 ，根 据引理 2.3 将有 

\Hx) - /Hy)i|>(r- 1 - s)M|x — y!| > 

但一 e > 1 ，上式是不可 能的. 

因为 /00 与 Ky ) 仍然在局部稳定流形上，根据同样的理由 
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WLM - hiyn < VsM -/,(y)[f, 

于是 

11/00 - /(y)l - WiM - fXy)tl 

\\ A t x s — A t y t 4 - ^, ix ) — rp,(y)l| 

<(r - J - s)^\x — y\\ m □ 

命 a 2.12 在定理 2.8 的条件下，如果 T 是 C 的，那么/ — ,4 
切 在0点的局部稳定流形在该点的切空间魷是双曲线性映射 
J + D T (0) 的线性稳定流形(收缩子空间）.特别地，如果 DW0) 
0,邵么这切空间就是^的收筠子空间 
证明.我 H 沿用定理 2.8 证明中引入的记号.因为/(0)- 
(d +，/ >)(0) _ 0,所以满足 (2.3) 的唯一形如； t = (0, 〜）的点 
是： r — (0,0) — 0,因而 

^(°)( 0 ) — ( 0 , g(0)) — ( 0 , 0 ) — 0 . 

由此易得 

jj((J)(々） 《=*0，々一0，1，2,…， 

即 

巧 (0) - oe 以 E ⑷). 

在 A _ 0处微分关系式 

n){xj « nO』）， 

我们得到 

D7(o, o)Oi, z^(o))“S)- z^(o)d)， 

即 

zx，(o, 0)d ^(0)(^)) - D”(o)(u, 

这里 

1)^(0, o)- (iXA(o, 0)，D^r.(o)), 

^ (k ^ o), 

D 3 r 乂0, 0) d，y)(々） 、 A.rXk — I)+(D(P(0)X>%(々一1) 

(々>1)， 

D^XOXrXO - A-\rXK + O — ( 〜 (0)) ， 〆 々 )) 

a > ox 
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我们苕到，映射 

0^(0, 0)：E X 

也是一致地对第二变元压缩的.因而 

OnCoX^X^-iSs, W(o)a)) ， S ， E .， 

构成 A-i Df ( O ') 的线性稳定流形.換句话说， ^< Z ) 在0点 
的切空间即为 j + aK 0) 的线性稳定流形.特别地，如果 z >< p ( o ) 
= 0 ,那么 a Kd 在 0 点的切空阀即 □ 

注记 2*13 映射 £) 在其双曲不动点邻近 
可以表示为 J + V 的形式，这里 A - Df ( 0 ) 是双曲线性映务 h 
Lip ( < P )<6, 9 (0)-0， Dcp ( 0 ) ^ 0,对这一情形用命题 2 .1 2 
可知 d 在0点的稳定流形在该点与 P 相切 • 

注记 M 4 对于 P _{0} ^ h ^ E 的特殊情形，稳定流 
形定理当然也成立，其验证史为简单，留给读者作为练习. 

注记 2.1 S 显然/的局部不稳定集就是 r 的局部稳定巣. 
上而关于局部稳定流形的一 W 讨论，都可以逐字逐句地翩译为关 
于局部不稳定流形的结果.具体的验证留给读者作为练习， 
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第十一章符号动力系统与“马蹄 

§1符号动力系统 


考虑 W 个符号的集合，例如 W 个数字的集合 

5(/ V ) {0, — 1}, 

这 m 合賦以离散的拓扑成为一个拓扑空间（其任意子柒都是开 
集).这拓扑空间可距离化：对任意我 f ] 定义其距 


离为 


办’叫:: 


如果 a ^ b y 
如果 a — b . 


可列个这样的空间 S ( N ) 的乘积 


或 


S ⑻ = 

1 n s l9 5, - 

i to 

-s ⑻， 

SW- 

+ « 

-n = 

= 


称为符号空间，其元素分别为双边符号序列 

• « « 攀 

• • - ， s - 29 豸 -J ; 乂0，巧， * 

或单边符号序列 


Jot S lf -•* 

因而前一情形 20 V ) 称为 y 孕 挙同； 后一情形2 ( ^0称为 
亨毕 ff 李吵符号空间也的.对双边情形，我们 

A 又 ii # # 




v 心 ， o 

•么2…’ 


这里 




，一 * ( … 〆 3 〆 -!; A ， …）， 

/ — « C .; f 0 , /，，/“•••）• 

对单边情形,我们引人距离 

办， 0- E s(f [; 。 ， 

/ -0 1' 

这里 

J — G 。， ，1，&*•‘•），/ 一 （4, /”••*)， 

符号空间 SCW) 上的移位映射 </：X(/v )-2(^) 定义 5 U 下： 

OG))i - 心 m 

(/—> 0，±1，土2，."，或者 /-» 0, 1，2，•，，）， 

即： f 的作用是将双边符号序列或单边符号序列左移一位.对于 
双边悄形， a：20v)^SCV) 定义了一个动力系统，苠作用是特 
点 

(… "- I ，/」 々，，••） 

变为 

— (… ， S- t> So ； 々 ，• -•>• 

对于单边悄形， S(A0 定义了一个半动力系统，其作 
用是将点 

，一 s 3> 5” …） 

变为 

^0) ~ ( A ， ，2, /”•••）• 

以下两命 M 对双边或卓边 M 形都成立，我们仅对双边情形给 
出证明. 

命® 1.1 符号空间 S(w ) 是 
(0 紧致的， 

(») 完全的， 

(»0完全不连通的. 

证明. 

(0 有限的离散空间 S ⑻ 是紧致的，因而它们的乘积空间 
X(‘v) 也是紧致的. 
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R 顼 i 正明： 对任意 a > T ( v )， 存在点列 {/ IcSiv ) 
W } 以 j 为极限.设 

A I S 0 y S iy •••，/„，■••)■ 

我 n 取 



i <n 』 

c=li (••* ， J W ， • 1; ^ u ， 褢 ” • • ■， ^ny 

这里 


.f 1 ，如果 ^ — 0 ， 

^ ：_= ^0 , 其他 愔形. 

显然 


t X(AO { s } 9 

并 a 


lim 夕 ”〜 • 


我们指出： ⑽) 中的任何连通菓至多只能含有点. 
假设 S ( v ) 的子集 /) 含有两个不同的点 

$ = (•••“ s - i ； J ” f " 心， …）， 

'"** ( . • • ， /_ 2 ， / j t^y / t , &，•“）• 

A ^ ^ U . 考虑以下两 八歼浆 

u ^ {ukr XCV )|«^ = 4 }， 

v ^ {v ^ y,{N)\t/ k ^ J 4 } # 

显然有 

c/uk - ^:⑻ ， L / n ^ « 必， 

^ Up [ D 9 / t Vf ]!\ 

因而 DS 不连通的.我 f ]证 明了： xov ) 的任何连通集至多含 
有•点，即它是完全不连通的. □ 

命题 I . 2 符号动力系统 a x ( v ) — i ( 4 v ) 具有以下性质 
(0 «■的周期点集在 S < W 中稠密，即 

Pcr(cr ) 吻 

( n ) a 有条轨遒在 S ( N ) 中稠密. 

证明.考察 X ( V ) 上的距裒，我们 发现： 如果两双边序列1 
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和，从一 W 项到 m 项相等，那么扣越大时它们 钛拯 接近.这一点 
对我们以 T 的讨论很有用处. 

0) ^ S(AO 为 a 的則期点的充分必要条件是它为循环序 
列.对任窟 r € S ( w ), 取它的一项到 m 项的.段，令其循环, 
这徉生成一循环序列 r — 1 . 显然 r <«€ Pt ： rO ). 因为上述 M 可以 

任意大，所以 r 的任意邻近都有周期点 4 这样，我<；|证明了 Per(» 
= 2⑻ • 

00我 n 峋造^ s (^ v ) t 使得 a 过这点的轨道在 s ( w ) 中 
稠密. 首先 tt 意取定^的负标 号项. 然后取0, I，…， /v — I 为 
" 的第0项到第1项.接着排上0,0,0，1，… 0 ，iV — U 1，0, 
Iii? ' • • » 1, N — 1 1 •“； AT — 1 ， 0， iV — 1 y M 一 1 ， 

v — 1 (穷尽 S ( N ) 元素的所有二元排列 x 接舂再排上0,0, 
0，％ 0, !,•••， N - U / V — 1 ， N — 1 (穷尽 S { N ) 元素的所 
有三元 排列乂继续这样做下去，我们构造出/^ 2 CA / X 对任意 
给定的 re S (^) 和 mGN ， /总有某-段与 r 认一 w 项到对项 
的一段相《含.因为 m 可以任意大，所以*的轨道可以进入 r 的 
任意邻域之中， □ 


§2 移位不变集 


符号动力系统比较容易研究.当人们对符号系统的动力性态 
有了很好的了解之 b ，就期望通过它去研究51—般的系统.例如， 
在公理 W 系统的研究中，人们通过有限型子移位研究系统的 D 集; 
在 Chaos 研究中，人们通过符号系统描述某些紊动 行为 . Smalc 
的“马蹄”设型的提可以说是这些方面研究的先声.我们将重 

点介绍这•換型_为避龟一开姶就陷入比较琐碎的细节，我们先 
抽 出最茌 本的思想并通过半动力系统的较简单的模型加以说明. 

定义 2.1 设.\是拓扑空间， ux — x 是同 K : 戈迮续映射， 
A 是 f 的不变洗.如果存在同胚 h：^)^A (这电 XCV ) 是 
适当的双边成单边符号空间），使得 
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即以 F 图友4夂换, 


fo/t »= /jOJ* 


2(/ v ) - ►SW 



则称为系统 / 的忮位 1 变 

引理 2.2 设是两染合， t ： X ^ Y 是映射， ACX ， 

Bay , m 

/(^ nr ( B ))-/ contf . 

证明.读者可直接验证， □ 

下面，我们给出半动力系统具有侈位不变枭的例子.这一相 
当简笮的例子实上已经体现了 Sm 士 “马蹄”这一类砹型的构造 
的基本点. 

考虑这样的映射/ : ^^1它把线段7_[ — 1,1〗拉长(拉 
长的倍数 >2) 然启沂迭覆盖于 J 之I :.我们茲至坷以给出光衔的 
映射满足上述要求，例如 

/； R —♦ R 

—> 一 十 — # 

3 

我们来分析这样的半动力 系统. 首先注 意到： ru ) 是两段不钼 
交的子线段％和 r 的并 m 

广⑴一 "oUK, 

这两线段的长度都小于/的长度的一半 

1"。1，叫 < ^ l；i - I. 


我们有 

Kv 0 )^f(v t )- jz>u 6 [jv t . 

在I/。和 R 中又各含有不相交的子线段 t/oo, £/ W 和 l / u 满足 
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= U 0 , f ( U 0l )^ u 19 

1 ( U M )^ U Q9 /(L/")« t；” 

并且 

\U t j\ <i \ Vi\ <L (i, / — 0, 1 ) 4 

2 2 

—般地，对于 kM 我们定义 

o tQt , J{ - v io f \ r ( u ,^ f ) - - - n/^(i/ M ), ( 2 A ) 

这祖 —, ^ { 0, I } — 5(2). 

引理 2,3 满足 

(’） 叫々） * 

00 W 則 {<♦• 

证明.对々 • 1的悄形，（|)和 Cu) 的验证已如以上所述.今 
证一般愔形. 

(0 利用引理 2.2 并注意到 fOU ) = J ， 我们得到 

/( t / vn ) = KKnr ，( u ) 

- i ( ujf \ u ir . tk 

00 因为/拉长的比率大于2,所以 

U - I/U >2此則|. 

因而 

t 1 < ~ Ws t ^ K \ < ^ — □ 

上述形成 U Io 9 U / oft 9 -^ U ^,.. fA 的过程如图1〗-2-1所示 • 

对于 • ••: KSO )， 我们引人 记号： 

« ® 

n /-， (〜) —n <2.2) 

i=0 k =0 

引理 2-4 由 （2. 2 ) 所定义的 UG ) 满足 

(0 K"(0 ) 國 U(a(s)); 

(») #(叩））—1，即 U ( s ) 是单点*, 
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im . 

(o —/ (n u t:t{ . ^ 

n 以心‘ 均 "(”(，))• 

I 

f _7 _ 




m n -2 'i 


( i * i ) 由引 H 1 2_3 的 （ ii ) 立即可将. □ 
又引人记号 


to 

A - Hn ( J )- u U ( s) m (2.3) 

/_0 t k XOi 

我们有 

定班 is a ^ /的一个紧致的不变集，并 ii m 扑 it 轭于 

^:2(2) - i (2 X 

证明.山/ I 的表示式 （2.3) 易见它 a /的一个紧致的不变集. 
下面,我们来构造从 or 到的拓扑共轭义把中点集 t /0) 与 
它所包含的唯一点等冏视之，对任迖 ^2(2) 我 a 定义 

— u ($). 

这枰得到一个映射夂 2(2) —4. 我们来证明 A 是一个同胚 ， g 
先指出4是逄续的，斟实上， ta 果 f ，/6 S (2), 
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那么 f 和/从 0 项到》项完全相同， 

h(s)^ h^i) e U 卬〜 m U 认 tn , 

这时应有 

丨吣）一 K/)l 

2 n 

因而 A 是连续的.其次， A 是单一的.事实上，如果 f， ， e 乙（2)， 
r #/， 那么存在使得4#/彳.因为 

叫々， 方(,）€ ^ t a t ^ 1^9 

f \ h ( s ))^ U tJl9 lWO ) eU tJ(9 
V tk C \ U tk — 0 , 

所以 

”（々（，）） 尹 尸 ( A ( f ))， 

厶 G) 尹 h ( j \ 

又，显然 A；X (2)-4 是满映射. 

因为 X(2) 是紧致空间， ACZR 是 Hausdvff 空间， A:S(2) 
是单、满、连续映射，所以 A 是同胚.引理 2.4 的 （0 则给出 

j°h =— hM , □ 

在上面的讨论中，起决定作用的事 实是： /将两不相交的子 
线段％和 R 拉长再盖到 J ^ DU 0 UU t 之上，拉长的倍数>2.这 
样的性质是"经得起 C 1 小扰动的”，即如杲£在 C 窓义下充分接近 
/，那么£也具菏类似的性质.据此，我们得到 
定理 2.6 映射 f 在不变粢 yl 是结构稳定的. 

证明.设 C 在 C 1 窓义下充分接近九类似于上面的讨论可以 
得到# 的紧致的不变集 

90 

/V - n s-KJ)- u "'( 0 , 

/ «0 “3:(1、 

并可类似地定义 

k \ s ) — u .( j )， VdS(2). 

冏上面一样，可以证明 Y : 2(2) — I满足 

goh * — h f o <7 9 



M 交涣图 A 

f 

A - 

■, n 

h K 

z(2)_jl 令 zu) 


可得交换图表 





h ^ fr x 


即发与 / 拓扑共轭. 

尚须指出当 f 在意义下充分接近于/时可以使得 

4("00» 无） <8， Vr ^ 

这可以从 ag ) 与 no 充分接近的枣实得出. □ 

§3 Smalc 的“马蹄”模型 

Smalc 构造了被称为“马蹄”的名名换型.这个例子中的微分 
同胚<?，在它的-个不变槊上，拓扑共轭于双边符号空间 S (2) 的 
移位映射下面，我们躭来介绍这一名名的例子. 

考虑平面阳上的正方形 

P —（一 1 *- e, 1 十 s) X ( —1 — 6, I + e) 

和 

— X [― i> !】• 
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把正方形 p 在竖 1： 方向上拉长（拉伸比 >2), 在水平方向上压缩 
(压缩比做成一竖直的窄长条，然后弯成马蹄形放回到 p 
上，如下图所 示： 


I 



m n -3 -i 

用这种方式我们构造了一个映射 

( p ： P -* R J # 

它是从 P 到象染 < P ( P ) 的微分同胚.我们将证明 T 有一不变集 
AC 0, 而⑷4拓扑共轭于双边符号空间 2(2) 的移位映射 A 
首先，我们观察到， 

y-q>(Q)r\9 

由两个不相交的竖条6和 a 组成 

V - Vo\JV l9 
每一竖条的宽度小于2的宽度的一半 

0( F 。), 沒 ( I ')< 1 

(这里表示竖条 K 的宽度). 

其次，我们注意到 u - < p -*( F ) 由两个不相交的横条 

1/。麵 和 u ,- 


0以下的讨论实际上只涉及9在闭正方形上的性态.但为了便于陈述可微性 
杀件，我们将蒗围稍许放大而把穿定义于开正方形 P_L 








组戍 


U ^ U ,( JU tt 

每 -- 横务的疗小干 c ? 的 wa 的一半 



m 11-3-2 a n- 3 -i 


WO , ecu ,) < 1 

( 这里 0(V t ) 表示横条 i;, 的賤度 ). 

以下记 

i /„- o > l ； 

〜 ■ KRniO 由 hrvKK), = o, i. 

可以 看出： t/" : i ： 包含在 W 中的横条，其 W 度小于 R 的 W 度的一 
半 

Wj )<— 

2 2 

y , i 是包含在 k 中的竖条，其宽度小于 k 的宽度的一半 

0(Va)<j^(K)<j. 

(参看图 11-3-4 和图 11-3-5.) 

一般地，对于 

q ， • • • ， J-i; A ， A ， • • • ，々 € { 0 ， H — 5(2 )， 

?兒们定义 

a , 及） 
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£/io>-^ ' (KoO^i) 



m 丨 iu 

一"，。门屮一， • 门（*("，4)， 

— u^d* 〜〉 

- Vs^ t n 少 （^-,) rv ••门 Vs.,). 

可以看 a, u fQ / rn 退包含于 i；,。,,...^, 中的一执条，而匕 n. 是 
包含于 V .-^ r ^ 屮的一竖条 • 

引理 3.1 我们有 

(0 <p(^ / 0 V. 

( li ) U ) < ^ 


• IftS • 



it 

证明， 

(0 由定义直接验证即得， 
( ii ) 根据定义宥 



因为 t ” 1 在竖向上是压缩，压缩比<+,所以 
e(u img ^ k )<j-d(u^ k )c^ m 

类似地可以证明 

沒 d * - 一， ） <含沒 ( h -*“，-，） < ^ r . 口 

对于 f —* (• ， • * “2, J - iWa ， <1，办，…）€ 2(2)， 我们引入记 

号 

_ 

£/(，）■ n ^~ ； (^) 

f «0 

™ 0 '^k (n"'of *) ， 

**»o N *_i f 

m 

v ( s ) - n ) 
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引理 3 . 2 . 我们有 

( i > ^(^(/) ru /(0)- v ( a ( s )) nu ( aoyy . 

( ii ) ^( V ( s ) C \ U ( s )}^ I # 

证明， 

( i ) 由引理 3.1 的 （ i ) 可得 


qp ( ro )) — n ，("《••”） 

^ v r a (^ n "， r.M 

*-t 

一 v io nu (< i ( s )) 9 


中 fl <piv t ^,^r\v u 

fO ， 

-n ■•私 

*=«i 

園 F ( a ( j ))， 

<pO’G)n — <p(p(，））n 史 （ u (，〉〉 

— qp ( yo))n 7, o rw ("0 f )) 
- V ( o ( s )) r \ U ( aO )), 

( ii ) 对任意 々€ N ， 我们有 

voynuo ^ v ^^ nu ^..^ 

而 

沒 w〆 ," 外) < —• 

因而 # (^(/) nt / o ))« i . □ 
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再 l ; I 人记巧 


U ( ro ) nt /^)). 

# f !• i ) 

勺它所含的唯一点 uh 之，我 n 可以定义一个映射 
h ； X (2)-> A 如下: 

/，( ）= I .⑴ nw , v “ ^(2). 

定理 3 ‘3 ( Smale ) A 足 Wj —个紧&不变巣，并氐 <pM 拓 
扑共轭于（双边)符号系说 a ： ^(2) - V (2) # 

证明. r 先指出奴 x (2) — a 坫迮锬映射 .‘ jr 丈上，如果 
/,/€ S (2) 满足 

< H “ £ ) < ， 

2* 


S : 么 fTMO ) 就仿在一个宽度 <- / ,,掙度的矩形之中 

力(多）， A (^) ^ H 

这证明了 A 的迮续性. 

其次证的单一性.设 /， MS (2). 如果存庄 
0, &l s K ¥= t k , 那么 

〜 n 〜_ 0, 

））（ 〜， V ( K /))( u … 

因而 

KO ^ 々(，)• 

如果存在 / € z ，/ z > 0 9 iliW s-i ^ /_/> 那么 

0 , 

因而也有 

HO ^ 占 W . 

余下的证明过程与定理 2.5 的证明完全炎似， 读者河 自行朴 

J 2* □ 
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§4 产生“马蹄”式移位不变集的更一般的条件 

仔细地分析上节中的換型，我们发现起关键作用的 S 窠是:不 
相夂的潢发与不相交的竖条之 M 的一定的映射关系，以及这些条 
的鉍度和宽度的一定的控制关系.我们对这些关键因紊加以槪括 
和推广，给出产生“马蹄”式移位不变级的更一般的条件. 

先叙述若干定义. 

对于给定的0<#< I，如果 《:[— 1,1]〜【一 M】 满足条件 

— u ( Xi )\ < Ha — x 2 \ 9 
Vtj , 以卜 1 ， 

则称曲线 y - uix ) 为〆横仙线， 

如果 M 条横曲线 y — AO ) 和 y — “』00满足 
— t ^ Wi (*) < “jOO < 1 

则称 

u^{(x, y)|— 1 < 1 ， uX^ <y<uM) 

为一个 ^ 横条，这横爷的厚度定义为 

d(U ) ■" max {^(x) 一 Ui(jx )} 

类似地，如果函数〃：[一 U 1] — I— 1， 1] 满足条件 
UOJ — 心 
Vy ^ y ^ t -1, U , 

则称曲线^ - Ky ) 为^竖曲线.类似地可以定义^竖条 P 及其 
宽度 o ( v ). 

引理41设有一串 P 横条 

t ; ⑴〕 • •二) [/… r ) t /(々 +1 ) 二)… 

满足 

lim 6 ( U ^ } ) — 0 , 

女 ■• + 冷 

则这些 A * 横条之交 

n 

*•1 
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是 一 f * 横 曲线. 

类似的结杲对 P 竖条也成立 • 

证明，设 

WOO <y <«#<>)}• 

对于固定的[ — 1,1]，存在极限 

Hm “POO « 11 m 00 = «0?乂 

这样定义了 一个函数 

«••[ _1，1 ] ^ I —1 > 1 ]• 

满足 

\u(xi) — «(jf 2 )| < ft\x t —X 2 \ 9 
x 2 € [_1， 1]. 

曲线 y -« W 即为横条之交集， □ 
引理 4.2 —条 M 横曲线 y 〜《(>) 和一条 P 竖曲线 : r 一 tz ( y ) 

相交于唯一的交点. 

证明.我们要证明以下方程组有唯一解 

\y — «0«0, 

把第一方程代人第二方程得 
因为 

|^(«(^)) — <<« O 0 )l < 户 |«( 太 1 ) 一 «(^)1 

Vr llP ; r , € 1 ， 1]， 

所以 州: 【 _1 ，1 ] — I 一1，1 ] 有唯一的不动点. □ 

由这一引理，由^横曲线《和^竖曲线〃组成的曲线对决定 
了唯一的一点 = n X l-un 以下记 

||w ! 卜 max { \uix) [ }, 
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乂 * = max (卜 CO !}， 

Izj — max{ \x\ 7 |y[ }. 

引理 4.3 设是 P 横曲线 4 和# 竖曲线〜的交 
点 （/_ 1， 2), 则有以下估计 

\z h — z,\ — max{[|Mi — 〜“ II", — ^jll} 

1 — M 

证明.我们有 

卜 I 一 a I — kiC^i) ― ^(^)1 

< ktC^i) 一 A(h)i + l^i(yj) 一 A(ya)l 

< pi h — M + ! l"i — all 

< pU . — d + llh — ^iL 

类似地有 

ly* — y，l < f*Ui — & I + ll«i — 

< f*U, — z 2 \ + \\u, ― «j. 

于是 

Ui — z 2 \ — z z \ -h ma^dl^ — u 2 \\ , \\v t — }， 

W,— 之 , 1 < — 1 - tmx{ I «，一“」 I ， ||h — 〜[|}. 口 
1 一 M 

推论 44 如果 a 横曲线“与 P 竖条 K 的两竖边〃，和〃,分别 
相交于 A 和 At 那么 

l^i — z 2 ] ^ ——-——沒 ( tO . 

1 一 P 

类似地，如果 F 竖曲线〃与 P 横条1/的两横边〜和 A 分别 交于心 
和 h 那么 

I 之 ‘ 一 d <—^— 0 (u\ 

1 一 f 1 

证明 • 在引理 4.3 中， 分别考跑 h —《 2 _ «和 a — ■" 

的特殊 W 形. □ 

以下设扣 2 — IV 是从0到 < KQ ) 的同胚； t ;。，_••, 

是 y 中 a / 个两两不相交的 〆 横条，！/„•••，中 w 个两两 
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不相交的〃竖条.我们给出. 

条件 （1) 对 f ~一1， 

ip(U t ) ― v n 

并且6把 A 的横边变成 K 的横边，把 W 的竖边变成 R 的竖边 4 
条件 （ H ) 对 f 任逝_横条 Ud.lj U ” 

i^O 

V k ^< : r^V K C\V) 

进包含在中的^描条,满足 

e(u k )^vB(u )； 

对于任意 p 竖条 pciCi a , 

/ = 0 

y^^UjnV) 

菇包含 A : 6中的^竖条，满足 

峨 ）<•)• 

这里00< !• 

在这呰条件下，我们可以证明，4具有紧致不变集 A C 0， 
由 1 A 拓扑共轭于双边符号系统 <7：^ CV )^20 V ). 

类似于上一节中的做法，对于 

走，…，，-1; h ， &，…，々爸 5(/ V )， 

我们引人记号 

h - r * 卜】 卜 u 狀 “,〜•） 

=门少(&_，）(>•• 入 

依据条件（ I )和 （ n )， 容芴证明是包含在之中 
的 p 横条，是包含在 y ^ k + l ^ 之中的 p 竖条， 

引理15我们叙 

(0 nu Jofrt ,) - v l(i nu g ... tk7 

KV^ k ^)(\V f 9 ^V, 

(ii) d(u^ k ) < vecu fr . iJt ) < 
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< v 卜. Q 

又，对于 ^ 玄-1， /- i ; 办， &，•••）€ S ( w ) 

引入记号 

■9 

"(o — n 必 ♦<〜） 

f » 0 

— n "从 & (= n " 从“ ， 

「 o )- n <^( k # ) 

i c i 

- n 卜 6 

*，l V 灸皿 2 y 

我们有： 

引理 4.6 

(0 cA(K 0 )nt/(/))- V(^ 0 ))CiU(a(s)), 

(«) *( V ( s ) nU ( s ))- l m 
证明. 

( i ) 类似于引理 3.2 的 0)， 读者自证之. 

( ii ) 由引理 4 . 2 可知，^竖曲线 V 0) 气 ^横曲线 t ； G ) 相交 
于唯一的一点. □ 

再引入记号 


A-= U ⑽） fW0)) s 

rw > 


同以前一样可以 uE 明 

定理 4.7 A 娃々的紧致不变巣， ^| A 拓扑共轭于（双边）符 
号系统 o ：^( N )->^( N ). 

证明.将笮点染匁同于它所包含的唯一点，我们可以 定义夂 
i ： CV ) —A 如下 

々0) - VO)C\U(s). 

这里只验证4的连纹性，其余的证明请读者参照上节自行补足.如 



果 / 满足 


沁， /)< 吉， 


那么 

⑹， KOJm n 〜 

于是由引理 4 .3可得 

| 々 （0 — A(/)| ^ max{^( V 5 _^.. 5 _ ( )5^( ^ s c s r 5*)} 

1 _芦 

1 一芦 

§5涉及微分的条件 


上节中的条件（1【）比较难 验证. 本节继续上面的讨论并用涉 
及微分的条件 cm ) 代替 （!a 

设 c 1 映射也 p — 圯是到其象粢 cKP ) 的微分同胚，它的坐标 
表示式为 

^ r ^ i — /“<»，〜)， 

* Vi — g ( A ， yo )， 

这里 O ” y «) 麵 < K 〜， yo ) •小 的切映射灿把（々， y 。) 处的切向 
B (匕，”。)变成为0』，>0处的切向 S (匕， ”1) 

，• 01 — /tfo + Mo ? 

从 ♦ i … 

^4 ~多』0十心你 • 

我嘗1陈述涉及微分的条件 如下. 

条件 （ HI ) 

( HI ) + 对任意 Pel ] A ， 把 ？ 点切空间中的 P 竖扇 

i m 0 

形 

Sp — {(£o, 5Jo)llSoi < } 

映入到 Kp ) 点的切空间中类似的扇形之中 
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** {(^ i , »? i)l IV < 

并且 （ f 。， W ) € V •和相应的 （5 i ，》 h )-= (灿〉 p(f •，取 ）€ 5^ {P ) ft 
满足 

l r Jil ^ A 4 1 |” o | ; 

N- i 

( HI ) 对任焓 q ^ [j V t 9 ( d^~ l X 把牙点的切空间中的 p 

i -0 

横屯形 

$ • {(^i> nJIhil <H6l} 

映人到 <A ■( 今)点切空间的相应扇形之中 

(彳少 l )，/(\ ) cr 5 必“⑷一{(苳。，％) M % 1 </‘1莶。|}， 

并且 （ f ” 句‘）和相应的（6, ％) _ ( dm V 、U s :- •⑷应 
满足 

i^oi 

注记 5.1 在 莱种愁义下，条件 （ IH ) 窻味石少沿纵向拉长沿 
璜向收瘌. 

我们将 证明 以下拟含关系 

(1) + ( 川 ）=^>( n ). 


为此，先做一些沲济. 

引理 5.2 作在光潸涵数 — H 满足 


>0，如果 M < 1， 
- 0,姆 |/| > 1; 
( ii ) fi (—0 -外/)， V /^ R ; 


(0 fl 0) { 


(iu) !/ 0 ) 山 1 . 


酬 • 先取 

然后令 


,、 如來 WI < *, 

a /} 一彳0 ,如采 > 1, 

m-. 处 ' □ 

I a(/) dt 



引理 S .3 设"： [一 〖•丨 I — rt 满足 

U (, i ) 一 ^( h)l ▽/•f i — l ， 11* 

kWI v /^ f - j , i ], 

那么对任意 e > 0, 浮在光? ft 函数 ？: R — R 满足 
l ^ i ) — ?(6)1 < ^ [ /| — ^ K V/!,/j (r K , 

i?WI < U V/t H > 

I ^0) — "(，)！ < e > W [ — 1 ， 1 ]. 

证明.补充规定 


v (^ t ) ™* 


r^( 一 1 )， 如果 / < — l ， 
k(i)， 如果 / > 1， 


我们把"的定义域扩充到悠个实数轴 K . 於然扩充后的函数满足 
卜 (/J — ^(o)| ^ f*：h ― h\ > V/,, t 2 ^： R, 

U W | <1， V / ^ H . 

对于 0 < 1 <^ S 9 我们罝 


= — f ^ (- - v { s)ds 

l JR \ X / 



(/ 4^ Xr)dr 9 


易见 5 6 C-(R 3 R ) 丼且满足 


I J('i) — Kh)\ < I ^(r)|^</, ■+* Ir) — t/(fj H- Xr)\dr 


^ f 4 1 — I t i ^ » 

15(01 ^ ^(r)|^(r -H Xr)\dr < I, V/1 H ； 

I ?(/) — *<，)1 — I ^(r)\t/(t + It) — 


■ 

< /U ^{r')\r\dr 


^ ^(r)dr < e» V/ € K. Q 
引理 S .4 设 ^： P -^ W 是到象礼 < A ( P) 的澉分 irij 胚，满足条 
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件 （ I ) 和 （ m ); r dU K 是一尨 P 竖曲线 ， ^cU Vi 是一条 

i 峰 o »«o 

〆 横曲线 4 则必把夕一 Afly 映成^中的 一 蒂#竖曲线 0(0, 
旷 1把 s ^ Y t na 映成 u v 中的 一条# 横曲线 
证明.设 y 由 X « Ky ) 给出，这甩〃满足 
IK > i ) 一 Kn )! <^| y » - yAy vy l5 [- t 9 H . 

如 Ity 是光沿的 5 那么容易得到 

k ( y)l < 户 ， m [•- 1 ， ！]• 

因而 

(V( y ) ， 1 ) 6 夂， Vye [ — [, "• 

对任意不相冏的点 （“ yj 和 0 2 ， h ； Kf , 记 


(x. , V ,) — 

办,， y ,), 即 





h = 



40“ y 2 )， 即 

厂 

- /0，> >0, 



ly 4 ， 

=* 犮 O ?， 认 


利用 Cauchy 中偵公式和条件 （ HI ) 可得 

5二 t «« /< X >0, h ) — /(心3)， >2) ) 

y 3 - % 1 容 0 (yi) ， y!) - ^(K^). ^)j 

一 "0“）， CV (0 + M >(0，；) 

以 <C) ， CV(0 +aO&) ， C) 

即 

1 心 一 r 4 | < ^ly s — y A \. 

因而 < p ( f ) 是一个函数 « ^( y > 的图象 ，并且 

I 浓 ( Vi ) — ^(^)1 < ^ 1 >j — V<l * 

vy ” y‘f [— i，U 

对于 y 不一定光滑的一般情形，根据引理 5.3, 我们可以用一 
条光滑的#竖曲线 f 来一致逼近 ' 记 0(?)® 
一条户竖曲线 * 而当 f 一致收敛于 r 时，必(幻一致收敛于 0( f ). 
这证明了 4( f ) 也是一条 M 竖曲线. □ 
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命 超 S . S 设 C 1 映射火 P — R 1 是到象染 < P ( P ) 的歃分同胚, 
如果 ㈣ 于 0 <,<+满足条件 （!） 和⑽，那么它对于^ 


满足条件（ II ). 


证明.设 K 是一个竖条.由引理5. 4 ,显然少把 

t 與 a 

变成 m 竖条 

^ k ^< KU k r \ V ) dV k . 


还浯要验证关于宽度的要求是否得到满足.设 P 。 和匕是，在 

P k ^<^( u k c \ v ) 

的边界竖曲线和 cKA) 上， 有相同纵坐标的两点.以平 
行于横轴的直线段 p«K/)(/6 【 o ， U) 联结这两点 
p(z) — （1 —/)&+//>,， G [0, 1], 

显然 


PO )- 汽 一 M S^au 
考虑曲线*-20)，这里 

*(0 —必 _1 ( K ，)）》[0, 1 ] # 

由条件 ( hi ) 可知之 0) - OO ), y (0) 满足 

余 0) _ ^ ⑴， 

UCOI > ^ l | p(OI > o # 

因为 iCO 对于不变号，所以 
\Pi — Po \ "- IpWI At 

< ^ L 1 左 ( ， )1& 

一 m \ x ( 1 ) — ^(0)| < ⑴一之 (0)|, 

注意到是一条^横曲线，而 <0) 和 <1) 分别是这 〆 横 
曲线与^竖曲线 A 和的交点，由推论 4.4 可知 


U ⑴一之 (0)1 <^~ 0 ( V ) 9 

1 一 〆 
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这证明了 :对于~合， 

0 { V K )^ vO { V ), □ 


§6 Smale “马蹄”模型中的移位不变集 

的结构稳定性 


Srmle “马蹄”校型扣的映射 <p：P^R J 显然满 足策件 （1) 和 
0H), 我 f|] 将指出， f 经过 C 1 小扰动之后,仍能满足这些条件. 

引理 &1 Hi 0 < fi < I . 则对于在 C * 意义下充分接近于屮 
的 

^({± 1 } X [一 1 + 5 , -d])C\Q 
和 

x hi 十 5 ])ny 

都是〃竖曲线. 

证明.对适当的 a 和心考察 

/>(<■) = ( ±1 , /), / f [ a ， 〆 ]， 

及其在0作用下的象 

⑽， K0) - M0 9 y,0)) = HP ⑹ • 

我 n 知道，当史时 

Q 

^0) • 

所以当少在 c 1 总义下充分接近 v 时应肓 


iO) 


全 Jj 、 

y(0 


hW 1 


<义 


这时 显然舍 


U (。）一 ^(^)1 ^ ^|>(^) — yih)\ 
V / l9 [«， 〆 ]_ 
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即 <P(PO))nQ 是一条 p 竖曲线. □ 

•; 主记 6.2 由上面引理 m 容扔 S 出，对于在 C 1 窓义下充分接 
近 r 的必，条 ft (1) 仍然成立. 

下面考虑阶中的 〆 竖扇形 

■5+ — 1 {(5,巧）€ R ; 1 Ul < "I V } 

和 P 潢扇形 

y — {(L 7J)€ KM U < .« 1 f i}. 

引瑰设线性映射 

A - f " 1 * W (6 0 

a }\ a JU ^ 

满足条件 

0 < + ( o < 1 ^ 4 土幻, 

Ul 2! 一 ^ !^ j|l — l ^ wl ^ ’ 


则 


A ( s + ) as + (^ s ^ cis -)^ 

证明.设 a Q > vo )^ s \ 

fbi ^ a“《Jo + a wVoi 

—以 o + a 22 T]j m 


(62) 


' s.l — l^nfo + «iznol < ( Uij ! ^ l ^ iiU ) t^of 

^ 卩 （Ulil — U 2 l|^)hol 

以。 十 an-rjo] — "!小 1 . 

论断的另一邰分(括 H 中的部分）可以类似地加以证明. □ 

引理 6.4 对于 0 < r < ft < 1, 可以选择充分小的 e >0, 
使得只要线性映射 (6 J ) 满足条忭 

<r + e Q (⑶ 

一 1 — e 】》 




证明.我们贫 


A ( S + ) dS^ m 


(6.4) 



i^ul + !I^ ^ e 扣 （r + 

■' — - — - - - *-* ~ «■*■*■—• -" — 1 

‘ “jj 1 — I 〜 p i- 1 — e — s"' 

当 e = u 时上式右端为 



r " 


^ V « < 


所以当 e 充分1、时仍有 


e + (t + s ) 
r 11 1 一 e — Sfz 


< A □ 


注记 6.5 在上一引理中，可以把条件 （6.3) 换成 

9 

<r + e 


(6.3) 


同时把结论换成 

//(5-) cz 5-* # ( 6 A )' 

引理 6,6我们沿用引理 6.4 的爷件和记V ).只要 e >( j 充 
分小，魷可以使得 

UA V(f*,^)e 5 \ ( 65 ) 

证明 • [li (6.2) 和 （(S.3) 易得 

\ni\ —* 1 〜 6 + a i2 7io | 

^ (I ^ ~ ! 1 I 

^ 1 一 e — e" 〉 kol- 

当 e ， o 时 

x 1 一 0 一 0 = I "叫 > 产瓜番 

所以当 s 充分小时仍冇 

— s — 印 〉 Q 

注记 6.7 ffh — 引理巾，可以把条件 (6 3) 换成条件 （6 3)', 
N 时把结论换成 

«.l M?oU (6.5)， 

定理 6.8 Smalc ‘‘马蹄”模型中的在其移位不变集/ I 上是 
结构稳定的. 

证明 • 由上 M 的讨论（引理和注记6.1—6*7)可知,对千在 C 1 
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意义下充分接近于 W 的小， 条件（ I )和条件 (1 U ) 得到满足，因而 
必也有一个相似于 A 的移位不变集仿照定理 2.6 就可以完成 
本定理的证明. □ 


& 7关于 Cantor 集的一点注记 

我们注窻到，在 S 2和§ 3的各例中出现的移位不变集，都具 
有类似于 Cantor 集的构造.这并非偶然现象. 事实上 ，拓扑学中 
的一个定理吿诉 我们： 任何紧致的，完全的，完全不连通的距离空 
间都同胚于 Cantor 三分集.据此，我们可以 断定： 任何移位不变 
槊都 同胚于 Camor 三分蒗.（参看 [1 H , 第 97 页 •） 



第+二 章向置丛与 Riemann 几何介绍 

我们的目桫是研究紧致微分流形丄微分动力系统的大范围性 
态.为此，需要用到一吃大范围的分析工具.这主要是下一章将 
要介绍的截而空间与映射流形.本章介绍为引入这些工呉所必需 
的基础知识.已经熟悉这一郎分内容的读者可以浏览一遍主要的 
定义和结果，然后转入下一章. 

H 向量丛与转换函数系 

通常的 Euclid 空间本身具 有两适结构： 拓扑结构与线性结 
构.因此，映射在一点邻近的线性化(微分）可以在这空间自身中 
进行，而“弯曲”的空 N( —般的微分流形）不能具有整沐的线性结 
构，为了进行线性化的讨论，必须按一定的方式给其每一点配上一 
个线性空间(切空间).一般说来，一个给定的拓扑空间或者微分 
流形，其每一点都按一定方式结合一个线性空间，这样的结构就是 
向罱丛. >而我们来叙述其定义. 

定义 M ( 向置丛）设是拓朴空间，是满连 
续映射，4是一个自然数.我们说 

(尺… X ， R 々） 

是一个4维实向 a 丛（有时也说 ^： e -^ x 是一个4维实问 a 丛， 
或者更简单地说 E 是一个々维实向量丛），如果 
0 ) 对任惫 

具有4维实向》空间结构； 

(2) 对任总 x a ^X 9 存在:》^在.\：中的开邻域 L ? 和同胚 
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满足下列 条件： 

(2 a ) p x o h - 即以下图表可交换， 

h 



这里九是从乘积空间 U X 到第一个因子 L； 的投影， 

(2b ) 对任意 x€U 

是线性空间的同构. 

上述开集0称为是; r。 点的一个局部平凡化邻域， 

U 称为是相应的局部平凡化同胚，有时也就简称为局部平 

凡化. 

对于向量丛 （E, 〜<,1^)，£称为全空间，欠称为底空间，冗 
称为向量丛的投影， \ x -) 称为向《丛在点 f 上的纤维, 
妒称为是向童丛的纤维型. 

特别地，如果£, X是 C7 微分流形， vE — X 是 (7 淹没 (sub 
mersion), 并要求所涉及的局部平凡化 

X R * 

是 cr 微分问胚， K] 把这样的向 M 丛称为是 c 向 
量丛， cr 向遗丛又称光滑向董丛. 

定义 1-2( 保持纤维的映射） 设(^汉，尤，妒）和 （f , 
X \ R ^) 是两个向 fi 丛，2是 S 的子集， F ： Q ^ E f 和 f :7 r ⑼一 
V是两个映射. F 称为是覆盖 f 的一个保持纤维的映射，如果 

7t r 0F •»=* fOjt, 

即以下图表可交换. 

P 

Q - 

TC 〆 

、f f ” 
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上述保持纤维映射 F 把纤维 E r ^ ^ M 的子粢 

E t (\Q 

映人到纤维 

，】 = ( V ) - I 000) 

之中.事实上 

S Q 9 冗⑴一 .t =^CT (F(?)) fOO- 

定义 1.3 (向釁丛 映射 ) i } 设 （£， a x , R 0 和 （ E 、 /， X '， 
HV ) 是两个向量丛 （ C f 向量丛）， F : E — E •和 U X ^ X r 都是 
连 续映射 (0* 映射）.我们说 F 是覆盖 f 的一个向置丛映射.如果 

(1) ^是 M 盖/的一个保持纤维的映射，即 

7 t f ^F = 

(2) 限制在任意一条纤维之上， F 是线性映射. 

例 1.4 乘积空间 X X 是平凡的向 S 丛.从 X X R ♦到 

Y XH 1 的保持纤维的映射 F 可以表示为 

F ( r ， O _(/ C 0, 少0,矣 )). 

例 U CT 流形 M 的切丛 TM 是 C — 1 向 量丛. 从 C 流形 A / 
到 （7 芮形 N 的 CT 映射 1： M ^ N 诱导出一个 C ^ 1 向量丛映射 

Tf：TM ^ TN m 

设 （ E , R ^) 是向 fi 丛 （ C 7 向燈丛），考 虑心的 

两个局部平凡化邻域和相应的局部平凡化 

mo % x 彫， 

显然 

W:(U ff fW 在 ）X CUM Us) x R* 

是一个同呸 （ C f 同胚).对于 

A ^° A < r l : {^} X R 々— { jc } X 
是线性同构，因而 hpk ， 可以表示成 

h^hlXx^ ?) — Cx, “000 ， 


1) 在有的文献中矜之为向置丛同态, 
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这里 “( r 、 是从妒到！^的线性同构 

S i ~> “0*0?. 

我们可以把 

^ :« _1 (^) { at } X R * 

和 

〜 I 龙 _1 (龙）:霣 1 (尤）{^ - } x R * 

视为纤维 n '\ x ) 上的坐标系*于是 £&(>) 就是从一个坐标系到 
另一个坐标系的纤维坐标变换. 

由上述讨论给出的连续映射 （(7 映射） 

Wnh — GL ( R 々）， 

应满足以下关系 


SreMSpaM - 0 - 1 ) 

特别地，在 （1. 1)中取 r ==» ^ -= a 可得 

SaaC ^ — Vat € U a . 

在 （1.1) 中取 r- «可得 

。00 — O 如 0O) _ % Vjre U„r\U fi . 

定 x 1.6 (转换函数系）设X是拓扑空间 （C7 流形）， {UJ 
是>：的一个开覆盖 • 如果对任何使得 u a r \ v ff ^ 0的 a 和心给 
定一个连续映射 （(7 映射） 


g0a：u o nu^GLcn^, 

这些映射满足条件： 


〜 O ) _^(*)> ^ x ^ u a r \ u e nu r9 

则称{^}是与开覆盖 { U a } 相关联的一个转换函数系. 

前面我们巳经看到，向 a 丛底空间的任何一个局部平凡化覆 
盖决定了一个与之相关联的转换函数系，其中的转换函数即纤维 
上的坐标 变换. 下面我们将 证明： 给定拓扑空间 （e 流形） X 的 
任意一个幵 M 盖 { U a } 和与之相关联的一个转换函数系 

“儿 nw —GL(R”. 

可以构造一个向丛 （ e 向 S 丛） 
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CE ， n ， X ， R ”， 

它在各上可以局部平凡化，并且按这局部平凡化所决定的 
^ l (x) 上的纤维坐标变涣恰好为 gM . 

为此 目的* 先介绍一些简单的引理. 

引理 1.7 设 U &, 各 A 是拓扑空间（拓扑为少 V ),如 
果对任意八是仏及^中的开粢，并 a 仏和 a 
的拓扑在中的限制是一致的，则可在 h 上引入拓扑，使 
得各匕都是开集，并且限制在各 h 之中.£的拓扑与 h 的拓 
扑一致. 

证明.在 S 上定义拓扑 

5^- {GCZE\G(\E^^^ V ： U4}. 

对任蒽 H€^ a , 我们有 // n ( EifU \)6 少 V 因为 

ho 心一 f / n (^ m ) c =£ A n ^， 

而^与心在 EaflEp 中的拓扑是一致的，所以 

这里 A 是任意的，因而 
这证明了 

Ac:/. 

又，对任意如果 GC： 匕，贝 IJ 

6-C?n£x€^i. □ 

引理： u 设是一族染合， （ y “ y A )(;u / I )是 
一族拓扑空间 ， ACJU A ) 是一族单、满映射.如采对任 
意 A ， 中的幵粜， hXBxHE ^ 是匕中 
的开集且 

A^r.-AiCHinE^)-^ h 又 E 又 r\D 

是同胚，则可以在 £ - U 上引人拓扑，使得各匕是开巣. 

1< ^1 

并且 


/ uiE^Yi 
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是同胚. 

证明.在各^上定义柘扑 

少\«= {" CIE 此⑻ 山 

再应用上一引理在 E - U ^ L 上引人满足我们要求的拓扑 

1€ A 

少 . a 

引琿 1-9 如果在引理 1.8 中的各 yiC ^^) 是 C 流形，并 
且 

v ^ r : Win 匕） — 

是 e 同胚，则可在 u ^上引入 a 微分流形结构，使得各 

A< A 

h l ： E x -^ Y l 

是 C 微分同胚. 

证明.按照引理 1.8 中的作法賦予 U ^拓 扑结构，对 

UA 

于任密设 ( y , 小) 是 y , 中 hOO 邻近的局部坐标系，我 
们取 

(芯 x 7)， ㈣ 上） 

为^邻近的局部坐标系.以这种方式引进 

E = U 

M 

的 cr 微分流形结构，就满足我们的要求. □ 

定理 L10 (由转换函数系构造向董丛）设 X 是拓扑空间 （a 
流形）， { u . Ua 是 x 的开覆盖，{^}是与之相关联的一个«换 
函数系.则可构造以 x 为底的向抵丛 （ cr 向董丛 ）£ ，它以 { L /。} 为 
其局部平凡化覆盖并以 { 8 M ) 为相应的纤维坐标变换. 

证明.我们记 


E ^ (J { U m X X {«})， 

A 

并在 S 上引入等价 关系" 〜”： 

jO, f ， a) 〜 (y, 

1 当 E 仅当 x ^ y 9 ^ 〜 00 f . 
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然后按此等价关系作商集 

E ― Mf ' 

五是由芩价类 l ( x 9 ^ 9 a )] 组成的災合.厲 T 同一等价炎的0, 
和应满足 r - y . 因此可以定义 

n ： E-^X 
f (^> ?* rf ) ] h - ^ x . 


这是一个满映射. 

染合，犯)的任何元索都可以唯一地表示为 [(r,f，a)] 
的形式（其中的标号为因而可以定义 

h“n X R* 

K 方，在， a)] 卜>(尤， f) • 

A . 显然满足 

p t oh a — 7 t m 

这洋定义的夂是单、满映射，并且 

x R^{U o 0U^ X 
(r “） h (>• gfioOOO 

是冏呸 （c 微迕同胚).因而可以通过 { K } o ^ 9 借助于 u a X 
的拓 扑结构流形结构），定义 h - u 上的拓扑结构 

<1 C ^ 

(C 流形结沟），使得各为开集，并且 

bH) —U a X R* 

是同胚 （e 澉分同胚). 

这样，我们构遗了以X为底空 N 的向 fl 丛 （CMS】 最丛）万，它 
以 { U . Ua 为局部平凡化覆盖并且相应的纤维坐标变换为 
M }. □ 

例141设 A / 是一个 m 维的 a 流形心 >1), {( I ，％)} 是 
其 R 部坐标系.对于 M 的幵覆盖 { K }, 以 

O ( cp , orp ^) : U a r ^ U 3 ^ GL(R-) 

为转换函数系，这样构成的向置丛，就是 W 的切丛 7M. 
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§2 向遗丛的等价 


定义2_1(向置丛的同构）设 （£, X , R *) 和 （ E % V , 
X '， M ) 是两个向坫丛 （ C 『向 ft 丛 ） s F : E — r 是覆盖 j ： X ^ 
f 的保持纤维的连续映射 （ C 映射).如采 F 限制在每一纤维上 
是向 tt 空间的同构，则称 F 是从£到 F 的向设丛同构. 

对于 X f ^ X y /- sd 的特殊 M 形，我们有以下定义. 

定义 2.2( 向量丛的等价）设 （ E , ^ X ， K <) 和（£•， 
X , R <) 是两个向 ft 丛 （ C f 向量丛).如果 F ： E ^ E f 是覆蕋 
X — X 的保持纤维的连续映射 （ CT 映射）并且 F 限制在每一纤维 
上是向《：空间的同构，则称 F 是从£到 F 的向 fit 丛等价映射.如 
果这样的等价映射存在，则称向 ft 丛 H 和向》丛 E ' 等价. 

注记乏3在定义 2.2 的条件下，如果 

h : fT l ( U ) — U X R 々和 XR ^ 

分别是 S 和 P 在 x ^ X 邻近的局部平凡表示，那么在: r •邻近 F 可 
局部表示为 

h , oFo ^ : ( UC \ U , ) X R ^( unu f ) X 

0, §) i — > U , 

这里 

是连续映射 ( c 映射).而可局部表示为 

hoF- l o(h f y i ： (ur\u , ) x 妒 -^ ⑽以 ，） x k 考， 

(af t 5) F-> {x 9 (500)D. 

由此看出是从 p 到 £ 的等价映射* 

容易证明：向 ft 丛的等价是_种等价关系. 

下面，我们考察向 fi 丛的等价引出的转换函数系之间的关系. 
沿用定义 2.2 中的记号.设 { UJ 和 {(；:} 分别是 X 的关于向 
釐丛 S 和的局部平凡化覆盏， U %} 和 Wu ) 分别是相应于{^} 
和 { K } 的由纤维坐标变换给出的转换函数系.于是 
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f)- ( 欠， 仏 005 ) ， V* € > € R^* 

hHh \ yK ^ fX , 公;乂祝 )， vh c/;n l /;, ? e R \ 

设 f 的局部表示为 

A ^ Fo ^ Cr , 存 ）一（ r ， U *) g )» 

Wx ^ UMU ： 9 GR 々， 

则有 

iMsM - im , w e t/ 。 rw tf n u; • (2.i) 

s r ,ixYgM « gM , v^€Lr fl nu ； nu；. (2.2) 
定义 2.4 设 x 是拓扑空间 （(7 流形），{£^}和{1/:)是 X 的 
幵覆盖， 

^^•nW — GL ( R ” 和 4： t /； n ^^ GL ( R *) 

分别是相应于 { K } 和 { W } 的转换函数系.如果对于任何使得 
UMU ：^ 0的“和 I ’， 存在连续映射 （ c ' 映射） 

unu ;—gl ⑽， 

这些 L 满足条件 （2.1) 和（2.2)，则称转换函数系 { g ^} 与转换函 
数系等价. 

定理 ZS 设 （ E ， hX ， R 々） 和 （ F ，/，； T , R 々） 是向置丛 
向置丛）， { K ) 和 { V ：} 分别是它们的局部平凡化覆盖，{^} 
和{^}分别娃由相应的纤维坐标变换给出的转换函数系.则 H 
和 F 等价的充分必要条件是 U %} 与{^}等价. 

证明.条件的必要性的证明已见于前面的讨论.这里我们来 
证明条件的充分性.设 u >} 与 {☆} 等价，则存在一族连续映射 
(cr 映射） { D , 

—gl(r ”， 

满足条泮 （2.1) 和 (2.2). 通过局部平凡化 

K:^ KU a )~*U. X RS 
K ： C^y l W)^u; X 

我 n 定义映射 

x R^cu.nu；) X R* 

( r » f ) 卜 > Or ， hO ) 5 )» 


■ 189 • 



F\n^(U a C]U；)^ 

在交集 

7t-\u a nu：) n^c^n^：)- ^-mn^nf/；) 

或者 

^ 'CUMVDn^'dUMU]) = ^(UMU ； nf/；) 

之上，表面上 F 可以有两种定义方式.但利用条件 (2.1) 和（2.2)容 
易 验证： F 的这两种定义是吻合的.这样 P •定义了一个从£到 
E . 的 映射. 容易验证 F 是一个从 H 到 ZT 的等价. □ 

注记26上面的定理说明 ：向量 丛的等价类与转换函数系的 
等价类是互相唯一确定的. 

§ 3子丛与限制.回退与 Whitney 和 

定义 U (子向置丛） 设 （ E ， 龙， X ， W) 是一个向量丛 (CT 向 
量丛乂 我们把 EiCIE 称为五的子向量丛，如果对任意 x € X 9 ^ 
在尤的开邻域 U 和 E 的局部平凡化 

A ： 7i- l (U)-^U X R^, 

使得 

h 、 7 L — t / X X { 0 }. 

这里々，是不超过々的自然数. 

定义 12( 向量丛的限制）设 （£, R *) 是一个向置丛 

(cy 向 a 丛）， s 是 x 的一个子集(开子集).显然 

whxum ，、 r ” 

也是一个 向懂丛 （cr 向嬡丛），它被称为是向量丛 （E, A A ， 1C) 在 
•S 上的限制，记为 

( E , … Y ， R ”|\ 

或者更简单地记为 E \ S . 

以下，我们给出由已知的向 &丛构 造新的向量丛的一些例子. 
其中一个十分有效的构造方 法是： 利用原来向量丛的转换函数系 
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构造出一些新的转换函数系，然后由新的转换函数系生成新的向 
景丛.很据 U 中的讨沦，用这种方式定义的新向摄丛是在等价 
的疗乂下唯一雨定的. 


定义 3J (向 簠丛的 回退）设 （E, 〜 t 一个向镦丛 
(CT 向 ® 丛）， Y 是一个拓扑空间 （CT 流形），而 

f:Y — X 


是一个连续映射映射）.设 { U a } 是 X 关于向量丛 S 的-个 
局部平凡化 M 盖，是相应的转換函数系.显然彳广是 
y 的一个开覆盖， Snr 数系 { s „- f } 满足 

贫 - ， (/(y))5 釦 (/(y)) * ^Ta(/(y))t 

vy^riu m )nr\v,)nr l (,v T ). 

因此，按照定理 M ( l ， 存在以 Y 为底的向黌丛 （ e 向量丛）.它以 
{ r i (^)} 为局部平凡化覆盖，以 Us ^ n 为相应的转换函数系. 
这样定义的 y 上的向量丛，称为是向量丛借助于映射/的回退， 
记为 rt ：. 


注记 3.4 怛略地讲，向選:丛的回退，就是把 / Cy ) € X 之上的 
纤维 l ( Ky )) 拉回来作为 y € V 上的纤维，这样构造而成的向 
量丛 .. 

定义 3*5( 向 a 丛的 Whitney 和）设 （ E 、 /，入， R ^) 
和 ( E ”，，， X ， W ) 是同一底空门 . Y 上的两个向量丛 （ C 7 向谩 
M 乂取 A 关 T 1 两个丛的局部平凡化覆盖 { K }， 设这两个丛相应 
的转换函数系 分别为 和 ULh 于是 

S f M e GL(R^), 仏 (xH CL(R^) f 


mm 


s ei M 


vr e l/„ n u g . 

o 

0 


f GI (R^) t 


vx € n 

这里 n T K .• 用 ' X 种方式，我们定义了 
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容易验证是一转换函数系，因而生成一个 X 上的4维实向鼉 
丛五.这样的 向置丛 H 称为是向量丛 F 和向 a 丛 E "的 Whitney 
和，成称直和，记为 


n 一 

注记 3.6 粗略地讲，在每一点： 把向跫 丛 F 和的 
纤维£^和£;的直和 E ；© E ； 作为纤维，这样做成的向毋丛£, 
就是向 fi 丛 P 与向 fi 丛 E " 的 Whitney 和. 

§4 向置丛的 Riemarm 度霪 


定义 4.1 ( Riemami 度董）设 （ E ， X , R ” 是实向 置丛. 

E 上的 Riermnn 度量 （ C 〜 Riermnn 度量)是一个连续映射 （ C 7 映 
射） 

^£®£ : — R ， 

它限制在每一纤维 E x m , 上，是 Ei 上的内积,即对称、双线性、 
正定的实 函数： 

(0 P ( S ， n )_/?0 i * O , H 6 E X ; 

(2) ‘十 1^23 n ) - n ) + V(?M ^). 

(3) /?(§,?) >0, 并且 


以下， Rtcmann 度 ft 常记为 <“ O 或者《5,抑等. 

例 4.2 对于平凡丛 X X —个显然的 Riemana 度置是 

k 

<0; «" • t * k)f O ; "" •■■，4)> 一 “，以“ 


任何向 ft 丛都可以通过局部平凡化在各局部按照例 4.2 的方 
式引入 Riemann 度 S . 对于仿紧流形 M , 我们可以设法把这些 
局部定义的 Ricm ^ na 度*“粘合 " 起来，做成整体定义的 Ki^mann 
度量.为此，将利用单位分解的技巧. 

弓围 4.3( 单位分解）设 X 是一个仿紧 （7 流形 ( Q<r ^ 
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+災）， { v a )^ A 是 X 的任汔一族开覆盖，则疗在一族函钗 

{0,)„ B CZC { X 9 K ) 

满足 

(1) 0 < e^x) < 1, b 9 xk x ； 

(2) 任给 KB ， 存在 a {^ ^ A , 使得 

suppd e cZU ^)； 

( 3 ) { S upp ~} 是局部有限的，并且 

2 心 O ) … * vw X . 

ft * B 

这里 _ 

supp5 «= (jt ^ X \Q(jc) ^ 0} 

这样的函数系 { e ff U B 称为是从厲于 开復盖 的 cr 单位 
分解.特别地，如果幵覆盖 { v a u A 本身已是局部有限的，则可 
取 h 并可要求 

supped L/ ft , A m 

这引理的 iiE 明.见于一般的流形论的书中，这里就不详述了. 
定理 4.4 设 X 是仿紧 （7 流形（0< r < + oo ), 而 （ E ， 龙, 
乂，1^)是乂上的(7向量丛.则在 S 上存在 CT 的 Ricmann 度 R . 

证明. 取 X 的关于向里丛 H 的局部乎凡 化搜盖 不 
失一般性，可设 { U a } atA 已是局部有限的，因而存在 C 7 单位分解 
{0 丄“，满足 

supped U n , Vtf ^ A m 
设相应于 K 的局部平凡化为 

X R\ 

我们 It 

〈^〉， u 其他情形. 

这里<•，•>表示例 4 . 2 中所给的 内积. 显然〈纟^〉。是对称的，双 
线性的，非负的，并且对于使得見 O ) # 0的 x ，< f , 在^上 
还是正定的.又益 
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〈■?，”> 一 2] 〈茗 ， ( 4 」) 

a 

因为覆盖 ft 局部有限的，对 任意的 上述 
和式中除有限项外都是0,因而求和有意义.由于 

V QX ^ - 1, Vxt X ? 

1 

由 （4.1) 定义的0, •> 在每一纤维 Ei 上都是正定的，因而给出了 E 
的一个 C r 的 Rtcmann 度 ®. Q 

定义 4 .S (Finsler 构造）设 （/^ uX ，！^) 是向 S 丛， I ：' 
上的一个 Fmsl ^ r 构造是一个连续函数 

r ： t : -* r 9 

它限制在每一纤维 Er ( xf . X ) 之上都是线性空间 Ef 上的范数. 

例 4-6 向量丛 (£ , nr , X , R + ) 上的一个 Riermrm 度 fi 
•> 自然地诱导出一个 Pinsler 构造 

If I ^ VT^TI ) ， S ^ E x% x € X, 


§5 线性映射丛 


定义 5.1( 线性映射丛）设 { E \ n \ X 9 1W ) 和，，， 
X,圯"）是同一底X上的两个向 fit 丛 （C 向*丛).取 . Y 关于这 
两个丛的局部平凡化覆荠{^}.设这两个丛相应的转换函数系 
分别为{6«}和 {&^}. 对于任 意的; 考虑匕到^的线 
性映射 ^€ L ( K „ Er > t 借助于 F 和的局部平凡化，可以 
把 y 為示为一个 r X f 矩阵 J € RW. 随打局部平凡化的改 
变（即纤维上坐标的改变）.^的矩阵表示也应作相应的改变. 
根据上述考虑 、我 们定义一个新的转换函放系如下： 

ggaix^A — • 心 9 

这里“ • _表示矩阵的乘法. 
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由这转换函数系定义的 vr 实向 * 丛,称为是田向邊 
丛广到向®丛万"的线外:映射丛，记为 W , F / r \ 

注记 S .2 线性映射丛 L(A , E 〃） 的每一纤维娃由从 f 到 
¥/• 的线蚀 映射组成的线性空问 

h{E\ E ”):一 L(fc ， W；>. 

如果和都具有 Finder 构遙 # 则在 L ( r ,/ T ) 上可以自然 
地诱导出一个 Hinslcr 构造，其定义方式与通常线性映射的范数的 
定义类 似： 

U = sup | l . o / i , \ 

§6 R - 中的方向微商 

为方便起见，分别以 ，（ K m )=«( r ( K ' K ) 和文 （ K _) 表 
示 W 上的 CT 函放的染合和向 ffl 场的災合.对于 R 
和 X $,•••， f ) ( ^ T ( K ”）， 我们定义/沿 X 的方向微 

商如下： 

x ⑴一 i >-?^，( Kw ). 

/• I 加 

易验证这样定义的方向微商满足： 

(XJ X(af + — C 6 X (/) + 贫 X ( g )， 

V«, 0 K, 

( X ,) X ( ig )^ fX ( g )- hgX ( f') y 

V/ f g €^ r ( R n O . 

对于 y … ， ttUKk ”）， 我们定义它 沿欠的 

方向敵商为 

V^v -= (X(V), X(V) ， … ， W)) f ^(K n ). 

这样定义的方向微商 满足： 

( Vi ) - 1 十 ^ V . x t V f 

V« lf R, .Y,, A" it Yt.jsf (K"), 
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▽xOM + ^ y 2 )-^, v x Y l + ^ v A v M 
V ^,, R , X , Y ,, Y ,^ ^ r ( XK m )\ 

( Vi ) v M v - / v x y , xe 

(v^ v,av)-x(/)y+ /v x y, 

v/e^d^), x t y c ^(R"). 

如果 H 

m 

< x , y 卜 E ^ v , 

i »i 

[X, y] -(w)- 收 ) ， W> 

一 nn ..， x ( r ) - vcdx 

则有 

(▽‘ ） x < y , ^)-=< VxY 5 z > + < y , wz >， 

vx t y, Z€^r (K"0; 

(▽，） v x y -v Y x- ix f y] f vx, V€^r(irX 
在下一节中，我们将以上述讨论为换型，把方向微商的既念推 
广到一般的 cr 流形. 


§7联 络 

我们主要讨论 cr 情形•并把 c 〃流形和映射分别称为光滑 
流形和光拊映射. 

以下设 m 是给定的一个光滑流形. 

定义7_1(向黴场）记 y ( Af )_ ClM,KX —个映射 

称为是一个向量场，如果它满足 


(X,) 

X(af 4 

- fig) ― ccX(/) + ^X(g) 9 


Va, 0 R ， “g (牙 {M)i 

(X) 

XUg) * 

- tx<ig) ^ gX(f), 

V/, M), 
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注记 7.2 由(X,)易 a 

X(l) — X(1 • 1) - 2X(1), 

因而 .Y(l) « 0 . 由此易得 

X (< r ) =*= rX ( l ) =* 0. 

这里我们用同一记号 e 表示常数和取常值 c 的函数 . 

以上定义的向量场具有所谓 f 郎毕，即 x,(/) - x(/)(p ) 只 
由 / 在 p 点邻近的值 决定： 如果在 p 点的邻域 t ； 上相等 

fi\u^u\u 9 

那么 

Xp {1 d - ^ p (/ 2 ). 

为了征明向甩场的局部性， P 须证明以下的特殊 情形： 

引理 7.3 设如果存在 p 点的邻 
域使得 J\U^0 9 那么 

X,(f) - X(f)(P) - 0. 

证明•取 a€C°°CM,R)-^CM ) 满足 

价卜 {、如果…， 

丨 0, 如果打 J7. 

则有 

无 ■ f — ()• 

于是 

0- Xp(Xf) - ；M>)X P (0 十 Kp)X,(l)^ x P (f\ □ 

由于茼郎性，我们可以通过局部坐标来表示向 a 场 . 设 x(q) 
*(yo) ， 咖 )，…， ，⑷ > 是 p 点邻近的局部坐标，則 /€ 
^(Af ) 可以局部表示为 


/⑷= K /0 十免( 〆 （《）一 〆 (>))«?)• 

r t 

这里 

h(^i) 8=3 ( + /OO) — xip)))dt 9 

Jo 6 x l 
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“和，:诚 




以下记 


V Xr ( ^)9( t £： 1 .) (_))• 
Jcr I ox 

f ， C /0 - X 心■)， 

(dj)r - da °/P (: 00 )， 

ax 9 


则可将 X 局部表示为 


^(/)- V ^( P )( a /)„ 

i 

x - Si - A . 

tn I 

注记 7.4 通过对局部性和局部表达式的观察，我们看到，这 
样定义的向 fi 场 X 在每一点 f 表云一个切向 fi X ^ T , M . 

注记 LS 对于 X， yf KM )， 可以考虑它们的复合 xy — 
XoY ：^ r ( M )^^ r ( M ) t 然而 XY 不再满足（ X ,)，所以不再 
是向 ft 场.但容易验证[ X ， Y ] — 是一个向 M 场.这 

向 ft ® 称为是向 S 场 X 和 y 的 Lie 氏积. 

定义 7.6 映射 ▽ : X f ( M ) 称为是 

M 上的一个咲络，如果 ■ V ( X , y ) 满足以下各 条件： 

(Vi) V 4- 必〜 y 、 

Vct l9 a 2 ^ H 9 X ly X „ 
v.vC^y, + ^y 2 ) - ^VxYi + 阳 m '， 

，•心 PR ， 入，， y " y 2 ^^( m )； 

(▽•) v /v v - / v . v v , vf €^(, vf ), mon ; 

(vO v ,(/ y )= Y(/)y +/ ▽山 
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用类似 T 引理 7,3 的做法客易验证联络 A 有¥ 

作 P 点的祁域 U 上有 * 

Xit /™ 0,或者 Y \ V ^ 0 f 

那么 

(▽ xY )p 5=1 

于是，我们可以通过局郜坐标来计算联络.设在局部坐标表示下 

^ E n Y - fW d . 

is ] * I 

则由 （ VJ ，（▽,) 和 ( V 3 ) 容易得到 

v ^ y ^ s s 以（（心，说十 ”，▽,»• (7 i ) 

i = 1 I - l 

设 

m 

▽ j ” E m ( 7 2 ) 

令篇 I 

这里 r %,/， 々均 〖 ，…， m ) 称为赛宇手聲.引用联络系数可 
以把（7」）改写成 ’ _ 

v,v = s ： f> (祝 + v n ， u)(7.3) 

1 * - 1 / = 1 

§ 8 Ricmann 联 络 

定义 8.1 ( Riemann 流形）设 M 是光滑流形.若在 M 的切 
丛 TM 上给定了一个 Riemann 度足〈 - , * 贝‘〗称 M 为 Riemann 
流形. 

注记因为切向量场在每一点表示一个叻向 a (参看注记 
7.4)，所以对 f X , ( X f V > 有 意义： 

<. Y , Y > p = < X „ Y P \ 

引理 8.3 如果 f ， ^€.5 T ( M ) 满足 

{v, z>- {w, z>, vz^ ^ri\i ) 9 
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那么 r « 

证明.留给读者作为练习. □ 

定义 ( Riemann 联络）设 Riemann 流形上的眹络▽(不 

仅满足 （VJ_(V，）， 而且)还满足： 

(vJ X<y,z>- <v x y t z>4 < v , v x z>, 

vx, y ， 

(vO v x y - v y x « lx , vi , vx, v ^^ t ( m ) 9 

则称▽为 M 上的 Riemarm 联络. 

定理 &S 在任意 Riemarm 流形 A/ 上存在唯一的 Riemann 眹 
络. 

证明. f T 毕.从（7,)和（7、）可得： 

(a) <v^v*, z>H- <y, v,z>- x(y 9 z>, 

(b) < V > Z ,. V >+< Z , V s X )-= Y{Z 9 X) 9 

(c) 〈v z x, y> 十 <x，V z y>- z ( x , y >, 

(d) 〈▽山 z>-<v y x, Z>-<[X, V], z>, 

(e) <v y z # x)-<v z y,x>- <[y, z],x>, 

(0 <v z x, y> — <u, y>- <[z^vi, y> # 

对以上各式作运鮮 （a) 十 （ b ) — （c) + ( d 〉 一 （ e ) + (0， 我们得 

m ： 

(v x y,z>- 1 {x<y, z> + v<x, z> 

2 

— z<x, y> + <u. y] ， z> -<[y ， zi,x> 

+ <[z,x],y>K (8.U 

因为 2d(M) 可以任意取，根据引理 8 .3 即可断定 VxY 是 
唯一确定的. 

孝兮 f •设 VCZM 是开集（视为 W 的开子流形) • 由于联络 
V：^*(M) X Y(M) — 贫 XM) 具有局部性，我们可以将它局 
限于X ^ T ( U ) 而得到 

vi ^ r ( u ) x ^ r ( u) m 

限制于 ^'( U ) X 没 1U) 之上，▽仍是 C7 上的 联络* 以下记 
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V|U —V|^(D) X • 啵 ("乂 
由上 【{ ii 的 Vt 论， vl ?/ 也是唯一确定的. 

RH 将通过局部坐杯表示在每一局部坐际域上局邡地给 
出 Riemann 联络 ▽' 由于唯•性，如果 U a (\ V B ^ 那么鱿应 
有 

univ - v 6 \ v m r [ v 64 

于是我们以唯一 地确定 ▽ 如下 

vl^- V% Va, 

这样确定的 V 即 M 上的唯 一 -Riemann 咲络 . 

对于给定的局部坐标，度 K 张敁仏，和联络系数 O 分别定 
义如下 


gn 幽 （ A ， …）， 

(82) 

9*t 

V r ,^ # - E r ^k. 

(8.3) 


要⑽部地洽出一个联络，只须给出儿联络系数魷可以了.注说到 

一 0, 

从 （ 8.0 可以得到 

( v 9 i d f $ d t ) - i - id ‘〈 d ” d t ) 十 d 人 dj ,) — d 乂 d ,, a,)K 
再利用 （ 8.2) 和 （ 8.3 ) 即得 

X r ，W =* + i^Stt + ^ igi t — ^>t 

k - I I 


n - v ^ {diSfi + ~ 

2 /•】 

“，，卜 1，2,…， 

这里 〆 4 足逆方阵（办,广中第/行与第々列交汇处的元 □ 
注记&6由1的表达式 易见： 

r 卜叹 

即： RiOm . au 联络系数关于下标对称. 
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§ 9 沿曲线的协变微商.平行移动 

定义 9.1( 沿曲线的向*场）设 M 是光沿流形， r ：[ r 9 f r ]-^ 
w 是一条光 m 曲线.如果光滑映射 

v \ [ r 0> r ] —► r lM 

满足条件 

^0)^ T YOi M , V / € [ r 0 , r] t 

则祢它为沿曲线 r 的光滑向最场.沿曲线 r 的全怵光滑向 W 杨组 
成的集合记为 <^ T ( r ). 在局部坐标下， v < r ^{ y ) 表示为 

m 

心 ） m S "'(⑽、 

* «1 

这里各分报 〆 (/)是/的光滑函数. 

引理 9.2 对于给定的联络7,存在唯一的/>,: ^ r ( r )^ 
^ T ( r ) 满足以下条件 

(Di) ， D t (ctv(,0 4- — ctD^i) + 贫 D t u >( j 、)， 

(D,) /M/WKO) - + Kt)D t ^i) % 

dt 

V/eCT(U 0 ， r],R), K 免 (r); 

( DO 如果存在包含曲线 r 的开狼 t / mi / 上的向 ft 场 V ，使 

得 ⑺一 泛〈 0 ，则 

D t vii ) 奶 Vf(oV, 

这里 rW - dr (~) € T r t) M 是曲线 y 的切向置. 

证明 _ 我们指出：上述条件 （00—(0,) 可唯一地确定 
Os <0 在局郎坐标下的表达式 （而 认〃0)的局邰坐标表达式又 
给出了它的存在性的 i 正明. 

设在局部坐标下 
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J ■ 1 


m 

v (⑽‘ 

測由 ( D f )_(D ) 可以 得到： 

D ^ ii ) - V , (--^ ^ + KOOA ) 




duKO 

^ dt ' 




+ E i ： ^ W f 

/ ■ 1 / D t 办 


§(¥十 


S r 



字 〆 wV“ 

dt 


□ 


定义 9.3 满足引理久2条件的 D , : ( r ) 称为 

沿曲线 r 的协变傚商. 

定义 9.4 如果 Ky ( r ) 满足 

ZVO) — o* V/€ [r 01 r) f 
则称向 M 场〃 0) 沿曲找 r 平行移动. 

以下设 M 是 RiCmana 流形，▽是其上的 Rtemann 联络，认是 
由▽决定的沿光滑曲线 r 的协变 羝商. 

命題9,5对于 h ^ ^( r ), 我们有 

-f- (l/(0* W(0> — {D,t/0)y … (，)> 
dt 


十 00), 以矽 (0〉. 

证明.在局部坐标表示下，我 们有: 


iVO 卜 2 (字 a , + ^Vr.iA 

/ ^ dt ^ 
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— 2 d a ， 十 Ur l Vf in d,J^ 

< 玢 0) ， «<o> = S S v > w ^ d ^ d ty m 

• r 

由此通过直接计算即可证明 

'―' «/)• { D t v { i ^) % «/(0) 

at 

+〈 KO ， A ，" W 〉. □ 

推论 9.6 平行移动不改变内积，因而也不改变向量的长度. 
证明.如果〃 (0 和沿曲线 r 平行移动，则 

7⑽，… W > 

dt 

— <ZV(/) ， w(/) 〉 十 {v{i) 9 D t w{_i)^ ― 0, 

因而 

〈"(#)，《</)〉一 const . 

特别地，对于 - ^(0 的倩形，我们得到 

I ^(01 ； ™ 0 9 kO)l — const. □ 

dt 

§10测地线与指数映射 


设 M 是 Riemann 流形，▽是 M 上的 Riemann 联络，/>,是由 
▽决定的沿光滑曲线 r 的协变微商.在引理 9.2 中，我们已经得到 
了 的局部坐标表示.由此立即可以得到向量场 "0) 沿曲 

线 r 平行移动的局部坐标 方程： 


3十 ？” f 


(々一 1，2,…，⑺) • 

特别地，如果 K 0 - r (0 沿曲线^平行移动（这时我们说 r 是 

自平行曲线），则有 

***** 
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* dx { dx f 


o 


(k — i ， 2,… ， m), 

定义 10.1 自平行曲线祢为测地线.这就是 :兑： 如杲曲线 r 
的切向 fi ： tao 沿 y 平行移动，则称 y 为测地线. 

注记 10.2 因为平行移动不改变向 a 的长度，所以沿测地线 
切向*的长度保持不变，即 

! ? (0 1 灣 const. 

测地线的方程 


d/ 


E 0 


dx { dxf 
At di 


0 


(々一 1，…， w )， (101) 

为 一个二 阶线性微分方程组.由常微分方程理沦，对于给定的初 
值 


x \ l ^ 0 — x 0f 龙 1/叫一為， (10.2) 

可以确定 （ i ( U ) 的定义于（一 e ， e ) 的唯一解. 

定理 10 J 对任意 peM t 存在 f 的开邻域 U _ U P 和正 
数$ —心， 使得对任意的《€1/和|51<心存在 
唯一测地线 r (/( K 一 2, 2)), 满足 

^( 0 » q % f) — r( 0 , q y I) — 

并且 r ( j ， q ，0 关于各变元/, g ,4 f 是光涓的， 

证明.取 P 点邻近的局部坐标 

I ⑷ 一 （咖)，作) ，… 〆 ⑷)， 

满足 

x(p) — 0. 


在局部坐标下，我们求解常微分方程组的初值问 M (1( U ) 和 （ HU ) 
(对 y A — 和勾 一^(1)). 因为 a — 4 °= 0时(相当于 

q a p ，b — o 时）上述问题的解 r ^ 0存在于 f € ( — 00, + a >)， 
所以当&和&充分小时上述问题的解存在于/€(-2,2) 4 这证 
明了：当0充分接近于 P , 充分小时，存在唯一的测地线, 
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A o 满足 

y (0, 《， o … ^( o , <7, f ) — ^ 

的光滑性则由常微分方程理论中的定理所保证. □ 
定义 10.4 我们沿用上面的【己号.对于和 1 H <沒, 
引入记号 

cxpj w 7(1 ，？， S). 

我们把 

T , A /||$| < d } — A / (10 J ) 

称为指数映射. 

注记 10.5 指数映射（10. 3 )是光滑的，并且映射 

exp ： {f € T a M 1 j < 茂 } - ► M 

11 ~> exp〆 

也是光滑的， 

测地线的一个重要特点，是它具有某种“齐次”性质. 

定理 10.6 对于 0(7* 7 VV / ， 又6 R ， 我们有 
r(A/^,f)- r(i,^ 9 ^), V/t ( 一 2, 2). 

证明.我们注意到方程 （10.1) 具有某祌“齐次”性质.如果 
xM 是 （10.1) 满足初值条件 

r (0) x (J9 i (0)— 為， 

的解，那么 

yO ) — it ) 

就是方程 0<u) 满足初值条件 

y ( 0) « To> 3^(0) ==» lx 9 

的唯一解.因而 

r(Xi^ — r (/ 5 q y X^) m □ 

推论 10.7 过 9 点沿 f 方向的测地线可以表示为 

7( ，，孕 • 5) — exp〆/ 尽 ）. 

证明.我们有 

exp //?) y (\ 9 /|) -= r ( t 9 q 9 Q 

定理 10.8 我们有 
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(Zi exp )3 一 td : TTqM • 

因而对充分小的正数 n - rj q < s 9 映射 

7^/||5| 

是到 m 中包含 4 点的某一开集的微分同胚. 

证明 • 我 n 有 

cxp ^(/?) — r ( i ^ q 9 

将上一等式两力 对/ 微分并在 / = 0 处计偾，可得 

(/)exp ff ) 0 f ^ 夕(0, O *" ?• 

因而 

(/^cxp 4 ) 0 =- td ： T q M I\M w O 

下面.我 in 来解铎测地线的几何意义.先引入曲线弧长的既 

念， 

定义 10.9 (曲线的弧长）设 lr ot r] - U 是分段光滑的连 

续曲线，我 II] 定义其弧长为 

这里 I ■ I表示由 R^emann 度置< • , • >引出的范数: 

UM - ^ TM, 

定义 10.10 设 M 是一个连通的光沿的 Riemami 流形.对于 
P ， 我 H 定义 d ( P , q ) 为联结两点的一切分段光滑 
的曲线的弧 fc 的下确界 

d ( p y q ) — mf{Kcc)|ci 联结 P，？}• 

这样定义的^满£距离三公理 •. 

(d) d ( P 9 cO > o , 并且 

J(/M) — 0<^p — q ； 

( A ) d ( p > tf ) — d { q ^ p ); 

(d ) 价， qXAP ， r ) 十 d(r ， q). 

注记 10.11 可以 证明： 由上而定义的距离 M 出的拓扑，与流 
形 M 原史的拓扑一致.（参潜[ 9 1,第V致，定理 3.1.) 

以下定理说明了测地线的几何趋义. 
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走理 1( U 2 测地线在局部范围内是最短线 ，即： 当 M 点^和 
^充分接近时，联结它们的燉短曲线是测地线. 

定理 10.12 的证明请参看〖91 ( 第 VII 章 ，第 7 节）. 

推论 10.13 对任意 p ^ U % 存在 P 点的 开邻域 U 和正数 p , 
便得对于 0 m m < P , 有 

d(exp Jw ) — 

证明.我们知道 

y (，， V ， f ) — exp •蟢 

是联结 g 和 cxp ^ 的澜地线，并且当 Ul 充分小时充分 
唼近1于是 

4 i(cxp^, q) — /(r). 

又因为沿测地线切向 g 的长度保持 不变： 

I 少卜 1，（0,^)卜 |$| 9 

所以 

K ^) — | 1*^1 — UU 


我们证明了 

J(cxpJ ，?）_ UI . □ 

对于 qe M 和 r > 0,我们引入记号 

B (^ 9 r) — {Jf ^ M \d(x 9 q) < 

从定理 10.8 和推论 10.13 可以得到 

定理 10.14 对任惫存在 P 点的开邻域 K _ P % 和 
正数“，使得对任意的 q ^ V y 映射 

exp # ：{f € T^M I m < C } — B(q y C) 

是光滑微分同胚. 

证明.以？€£；为参变元，考虑映射 

ex P ， :U€ <占卜 M. 

在局部坐标下引用含参变元的逆映射定理（第六章定理 9.7) 就得 
到本定理的证明.匚 

推论 10.15 & A ( ZM 是紧致染，则存在正数心，使得 
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第 + 三章截面空间与映射流形 


我们知道，映射的局郎线性化是分析研究中强有力的 手段# 
在微分动力系统大范围性态的研究中，往往也采取某种形式的线 
性化作法.这种线性化，涉及一些向量丛的截面空间.我们这里 
就来介绍有关的概念. 


§ 1截面空间 


定义 U 向 fi 丛。 X, R0 的一个截面是一个映射 
它满足条件 

■jtoa »=* {d m 

这就是说，截面是一个映射它把每一点 x e X 映到这 
点上的纤维之中 

orCx)^^ 1 ^)- E m9 

例 1.2 平凡丛 X X 的一个截面，就是任何一个函数/: 

的 图象： 

( id , fhX-^X X 

例 U 微分流形 M 的切丛 TM 的任何一个截面，就是 M 上 
的一个向量场. 

注记 L 4 截面作为从底空间到全空间的映射，可以讨论其连 
续性或可微性.因而“连续截面”或 “(7 截面”这类说法有确定的 
含义. 

设是一个具有 Finslcr 构造的向量丛.我们 
以 r °( E ) 或者 r °( x f e ) 表示五的所有连续截面的集合，即 

r 0 (E ) 晒 rcx 9 e) 
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«= {( X ^ C\X f E ) \ Tto<j = id ), 

在 r a (E) 上可以自然地引入线性 结构： 对于 a,rtr°(e)， 

R , 我们定义 cr + r 和 m 如下： 

O + r)00 — aO) + r U ) ， 

(<rff)00 雜， crcrOO. 

如果 X 是紧空间，则还可以在 T -( E ) 上引入范放： 

!k ! ^ sup ||ctO)1I 

容易验证 ( r°(/0, H ) 是一个 Banach 空问 • 

定义 1 .S mm r 0 ⑻或 ( r °( E ) # II . U ) 称为是 A 的连续 
截面空间 

有时权，我们诵要涉及不一定连续的有界紱面，即满足以下条 
件的截 ia : 

sup ([( TO ) : < + co . (1.1) 

* ( X 

满足条件 （1.1) 的£的截®的集合记为 r 6 ( E ) 戎者 rw E) •在 
中，也4以按照逐点运釕的方式引入截面之间的线性运算. 
还可以在 r \ t :) t 引入范数 

Ikll — sup !| a ( x ) ! # 

* € X 

这样， 0 '\ E ) 9 \ H ) 也成为一个 Banach 空间. 

定义 1.6 我们把 P ( E ) 或 W ), Hi ) 称 为五的 有界截 
面空间. 


§2 Palais 弓 |:理 

定义 2.1 (沿纤维方向的微分）设（厂， 7 T , X ， IV )是具有 
Finslcr tA ] 造的句》丛， QO : 是 /：' 的开子災， F ： Q ^ l : 是塚盔 
fMQ )^ X 的保持纤维的映射，…⑼，则 

F \ b ： g (\ Q ： E x r \ Q -^ E Ks) 

是从一 个陚范线性空 P 的幵子集到另一个賦范线性空间的映射, 
因而可以讨论 K 可微性.这样的微分称为沿纤维方向的微分，记 



为 Sf . 对于取定的 e x dq 9 

Tjh^DFC^Tl 

是一个线性 映射： 

DF(g)^L(E, s E /< , ) X 

我们可以把 Ul ， E 灿） 视为向置丛 L ( E 9 rE ) 在; t 点 
的纤维 

L ( E ，" E ) X - L ( E " E is ,) m 

于是，当 f 在 0 中变动时 ， 定义了一个映射 

DF ： Q ^ L ( E , j * E ) 

V ^ DFa ). 

如果这映射是连续的，我们就说 F 沿纤维的微分是连 续的， 

在局部平凡表示之下 ，一 个保持纤维的映射 F 可表示为 

0, 5) 卜 • （屮00，少0, 5)), 

而 F 沿纤维的微分 0 F 表示为偏微分 

如果这偏微分是连续的，那么 DF 就是连续的 • 

以下定理对于八^)-]^(£)或 T \ E ) 两种情形都成立. 
我们仅对 r (£)= r °(£：) 的情形陈述并证明，对于 r ( E )= r \ E ) 
情形应作的改变，贝】在注记 2.3 中予以说明. 

定理 2.2 ( Palait 引理）设（£，疋，父，於)是一个具有 F i ns i cr 
构造的向量丛，其中 X 是紧致的.又设00£是£的一个开子集， 
7 r (0)- X , f ： X -^ X 是一个同胚， F ： Q -* E 是覆盖/的一个 
保持纤维的映射.我们还假设 

r ⑼應 {a^V{E)\imadQ)^ 0 . 

如果 F 沿纤维的微分在2中连续，那么截面空间的映射 

P ： r ( Q )^ r ( E ) 

a f — >■ F^aof^ 1 

是可微分的*其微分表示如下 

Dp(a) ： r(E)-^r{E) 



1 1 ~> Dp (( r } r t 

(DF(^r)(x) - DFCaCrMMi 'M). 

我们把这写作： 

Dr (< j)r ^ ( DF \ aor ^ crof - m 
证明.对任意我们育 

匕） 一 ng ) — — 与） 

= S )(5 i — 5)， 

这里 

- DF ( l ) 

：9 

ra (/J^d H- Kh S)) ^ DF(\))dt m 

因而，对任意 T ( Q ) 9 我们有 

F (^( / , W ))- F ( < 7( rW » 

— DF ( o ( r l w ) x ^ cr , w ) - a ( roo )) 

- ，(以 roo ), a (/- i w ) Xa 1 ( r , W ) 

- a ( roo )). 

由于的连续性和 itn < r - c ( X ) 的紧致性，对于 i*n cr 和 
充分接近于 5 的 E mi9) 一致地有 

IIKSi, i)li<^. 

于是，当 A 充分接近 (7 时就有 

iw ^ roo )) — F ( a ( roo )) 

一 DF ( cr ( rw ))« ro )) — </ • w)>i 

- ika ( 厂 1 oo), <r l w))«roo)— 戊 (ro)))ii 
< eWa , — g \ „ □ 

注记 13 对于 T { E )^ T \ E ) 的情形，我们要求0是£中 
的紧致集，要求 F 在包含 G 的一个开集上有定义并且是覆盖/的 
保持纤维映射，还要求在$上连续.在这样的条件下，对于 
T { E )- T ^ E ) 的情形，定理的结论仍然成立.在定理的证明中， 
我们可以利用在 jy 上的一致连续性（以代替对连续截 7 & I 空间 
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的情形证明时所用到的 DF 在 im <7上的一致连续性). 


§3映射流形介绍 


虽然就本书以后各章的需要而言，引入截面空间作为工具巳 
经够用了.但对于一般文献中经常出现的“映射流形”的槪念，也 
有了解的必要 ■ 引入映射流形作为工具，往往使得大范围问题的 
表述显 得简洁 而富于几何直观， 

以下扼要地介绍映射流形的槪念.读者初次阅读时可以跳过 
本节而木致于影响对以后各章的理解. 

首先需要对上节中的“沿纤维的微分”的槪念和 Palais 引理作 
一 A 推广，即允许映射 F 的定义域和值域在不同的向通丛上. 

定义 34 (沿纤维方向的微分） 设 A ：， 出） 和 （ E ', 
A AT , 彤'〉是两个有 Finsler 构造的向量丛，0匚丑是£的开子 

集，是覆盖 卜⑼ W 的保持纤维的映射， 

-⑼，则 

是从一个陚范线性空间的开子巣到另一个賦范线性空间的映射， 
因而可以讨论其可微性.这样的微分称为沿纤维方向的微分，记 
为 DF . 对于取定的 

DFa) ： E x ^E} iM 

rj\~>SF(Zh 

是一个线性 映射： 

DF ( O ^ L ( E s9 E ; ⑷). 

我们可以把 L ( Ei , E ； u ) ) 视为向置丛 L (丘， /* p ) 在 X 点上的纤 
维 

h(E 9 fE f ) x -L(E r9 E； u) ). 

当5在0中变动时， OF (0 定义了一个映射 

DF：Q —L(E ， f*FJ) 
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如果这 映射是 连续的，我们就说 F 沿纤维的微分是连续的. 

以下定理对连 续截曲 空间 V \ E ), TXE 1 ) 和有界截面空间 
y \ e ) 9 r^(E ) 部成立.我 H 汉仅对 r — P 的情形陈述定理.至 
于对 r — ”情形应作的改变，则可参考注记 2.3 作出， 

定理 3.2 (Palai* 引理）设 （hqX， 出）和 （E、 

RO 是具有 Fmsler 构造的向 ft 丛，其中 X 是紧致的.又设 0 CE 
是五的一个开子集， 冗 ( Q ) _父， f ： x ^ x 是一个同胚 ， Fip — 
E 是 m 盖/的一个保持纤维的映射，我们还假设 
^CQ) ** r(E)| imadQ) ¥= <}>. 

如果 F 沿纤维的微分 0F 在0中连续，那么截面空间之间的映射 

F ： T(Q)^r(F/) 
a f ~> F ^< rof~ l 

是可微分的， K •微分表示如下： 

d 宕 o):r(E) —r(£，） 

1 1~> DF ( cr)r 9 

( DF ( cr ) tKx ) - 3FO (广 0)))r (厂 •<>))， 

我 n 把这写作 

Dp(a)t~*(DF\^-r ) 0 r or^ 

这定理的证明与定理 2.2 完全一样,这里魷不再電 ST. 对于 
r — P 情形应作的改变，也如冏注记 2.3 中所述. 

设 A/ 是一个紧致的迮通的光滑的 Ri^mann 流形，X是一个紧 
致拓扑空间，考虑从5到 W 的连续映射的集合我们将 
设法赋予 C ( S 9 \ 0 以适与的微分流形结构.这里有两点需要加 
以说明：第一，这种流形，不同于我们以前遇到的以 EucHd 空间 
为樓式空间的流形，它是以 Banach 空间为模式空间的流形，即 
Banach 流形； 第二，虽然是 C 3 映射的集合 C(5，M ), 也仍然可以 
赋以 C~ 流形的结构，这里的光滑性来源于 M 的光滑性. 

下面陈述 Banach 流形的定义. 

定义 3.3 (Banach 流形）设 〆是 H usdorff 拓扑空间， 
iU a }^ A 进 i 的开覆盖， U m ^ li . 是到 lknach 空间 E a 中 
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的开災 rXu a x ： E a 如果对任意、使得必的 

«和夕， 映射 

Us)-^ <Pe{U 9 C\JJ 9 ) 

是 C 冏呸,那么我们魷说 KK , 给出了 i 的一个 c ' 流 

形结构，这样定义的流形称为 a - rtaaach 流形. 

注记 3*4 在上面的定义中， Banach 空间称为模式空间. 
对于包含同一点2的所有的坐标邻域相应的搜式空间 
氏彼此同构，椒实上，假设 W 和 W 都包含: r , 那么 

(中 麟00):^ — £<? 

是同构映射.拫据这一观察，我们可以定义每一点：的模式 
空间（确定到同 构类乂 具有同构的模式空间的点组成 i 中的既 
开且闭的集合，因而在同一连通分支上，各点的模式空间都是同构 
的.特别地，连通流形各点的模式空间彼此 同构. 

为了在 C °(5, W ) 上引入流形结构，先要对其拓扑作一描述. 
引人与 A / 的拓扑一致的距离八可以把0(心 M ) 作成一个距离空 
间， K 距离为 

3( f 9 s ) — sup ^(/(0, K ^)). 

rtS 

对于任何与 M 的拓扑一致的距离都 Mf 以这样做.以下，我们选择 
一种特殊的方便于讨论的距离即第十二章定义 10.10 中所给 
出的 M 上的距离< 

设 C °(5 t A /), 我们设法把 A 邻近的映射/ A 示为适当的 
截面空间中的元索，依据第十二箪的推论 MM 5, 我们可以确定 
«>0,使得对于任何 M 9 

«xp^：{£€ T q M\\%\ <s}^B(q 9 8) 

是光滑微分同胚.于是,对于满足条件 

2 (}t A ) < « 

的我们可以确定 

c ^PA l oyKO^ ⑺ A/ ， V/e 5, 

如果 A 是到象衆的同胚，用这种方式找 n 得到一个截面 r ° 



(TM\h(S ))： 


a(h(sY) — expVo /(^), S 


或者 

crO ) — cxprW ^ 1 
Vx ^ hO )^ Ks \ 

于是,我们把 a 的开邻域 

S(A, e )- {/ € C°(5, \ 0 \ 2 (} 9 h )< s ) 

同胚地映到截面空间 r°(TM|A(5)) 的幵集上. 

但是，如果 A€C°(S, M) 不是单一的，那么用上述方式提升 
而得的 

就有可能不再给出 TM \ h ( S ) 上的截面.因为这时有可能 
A( j ) _ A(〆)—Jf， 而 K J ) # /(〆)• 

于是底空间 ^(5) 上的同一点对应着纤维 
上的两点 

expW(J) 和 exp^(/)/C^). 

然而，只要我们认 TM \ h ( S ) 回退到 A*(TAf) 上,就不再会出现 
上述麻烦了——上述两点分别回退到不同的纤维 

(A，CTM )), 和 （ P(TAf))〆 

之上. 

根据以上分析，我 n 得到建立映射流形的正式做法如下. 

选择如前所述.对于 hec °( s f M), 我们引入记号 

(WCTAOIUI <s} t 
货乃 - S(A, o - {/€ c°(5, M)|2(/,A)<8K 
为简便起见，将 （ P ( rM )), 与 ( TM ) w 等同视之，对 

l *€ h*(TMX 

及与之相应的 ( rMhw 在记号上不苒加以区别.我们引入 
映射 


它把 


exp*. •以 ▲ — M ， 
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映到 


H mr\f)) t r\v h - r Ao Mthi <e} 


iV/ # 

这样的映时 exp A 诱导出从开乳 r °(^) cn ^( TW )) 到开球 
- B ( h , s ) CC °( S ， ‘\/)的一个同胚 •• 

々： r °(" A ) — h 


这甲 


我们将以 


I ~> CXPA °< T # 


( ex |>/, CiT )(^〉 _ cxpAu or ( i ), 5. 


{(^/ A 9 CXPA l )}*« C °( S . W ) 

为局部坐标系，賦予 C(.s\ M) 以 cr 流形结构，为此，只须验证 
坐标变换的光滑性. 


设 U ,€ CO ( S ， A /), 使得 

々/' m〆 0. 


对于 

exp 、 1 (令 / 

a, n%*,) — rx^A^n exp A x^A,) 

我们有 

exp I 1 ， exp、( a) - 

- <P 2 i oa. 

这里 

— 




Q - U t ^ m \\ z \ <名， J—v 忐，屯 (»)<»}• 

a « 

S 然0适 ^( TXO 中的开粜， 

< Pn ： Q ^^( TU ) 

是覆盖 


id ： S-*S 

的保持纤维的映射.由指数映射的光滑性，我们看到沿纤维是 
光滑的，并且 D ^ It 是迮续的（0< r < +03). 再由 Palau 引 
理，我们断定 
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八 1” ： a,p. y/ a,) 

争 a,o 欲 


是光滑的. 

这味 ，我们 迖立了 C(5, A/) 的光沿流形结妁.这打的流形 
柞为 映奶 的映射流形. 

L-m 沦的关键足，通过指级映射把与 a 邻近的/提升为适 
巧的 虹面空 M 屮的元名.这里映射流形结构的光沿畔来源于指鉍 
唤射的光滑性 ，弓 々或/的分析性质没荇什么关系.因此，我 n 耐 
以用有界畝函2间 rwcrw)) 为校式空间，洽不一定迕续的映 
射的災合 ^( S f M) 迚以光滑流形结构.这咩的映射流形称为 
是有界映射的映射沆形. 

迮前面的讨论中，我们一开始就假定 A/ 是紧 约的.其实这 一 
限制完全可以取的，分忻前面的讨论过彳？，孜门用钊的紧致性 
仅仅^于确定一个共同的 e >0, 使得对任意 q € 
exp^:{5f T,M||5| <ZB}^B(q,s) 

是光滑微分罚胚.然而，我们在建立映射流形的过程中，不一定要 
求所打的屯标邻城都玷大小相同的 e 球.所以，只须在包矜 h ⑸ 
的一个紧致集上确定一个与々有关的 s 就可以 r . 于炮，龙给迮 
续映射的柒合 C % s 9 A /) 逑立光沿流形结构，可以取消. V /紧钕的 
限制，《仅保 W . V 紧致的欢求.这时 h ( S 、 本辟就迠一个紧的％， 
可以对它确定4 A 有关的 

对于不一定连续的映射夂即使X延紧 ft 的， h { S ) 也不一定 
是紧致後. m 我们可以势求 h {$) 包汽在紧致 m 之中，并对这紧 
约粜确定 e. 对于 M 不一定紧致的惝形， ？ii 们把象级包含生紧致 
畈之中的映 S ) 称为足有界 映时， 把全体有界映射的艰合记为 
^(5, M ). 我们仍可治 ^ n $ y M ) 痤立光泪;☆形钻构. 



第十四章双曲不变集 

H 双曲不变集的槪念 


定义 1 * 1 ( 双曲不变集） 设从是一个光滑的 Ricmann 流形, 
PCTA / 是 W 的一个 开集 ， /f CXP , M ) 是从 P 到 1( P ) 的微分同 
胚. 紧致 m a cp 称为是/的一个双曲不变集，如果 

(1) a 关于/造不变的，即 

1( A ) ― A ； 

(2) hW _ { TM )\ A 分解为关于 T / 不变的连续的 WhU 叶 y 
和(即 （？ 直和） 

T a M - E U ( BE \ 

T1 ⑽一 EUf T1(Ei) - £{ <x) , Vx^Al 

(3) 对于 A / 的 Ricmann 度置< • ， • >,存在常数 C , > 0, 
O 0 和 D < a < 1,使得 

\ rr ( s )\ > i ， 2 , …; 

\rr(n)\ < c 2 v\n\ , 州 — 1 ， 2 , …， 

这里 I • 1是由 Riemann 度蛩< • ， . >给出的范数. 

注记 U 在上面的定义中，如果 A 是单独的一点，这就是双 
曲不动点*如果 A 是一条周期轨道，这就是双曲周期点.如果 M 
是紧致流形， f € CWP ( Af ) 以为其双曲不变榘，则称 f 为 
Anosov 微分同胚. 

注记 1.3 如果对于 M 的 Riemann 度蠹《 . ， • 》，定义 1*1 中 
的常数 C , 和 C , 都可取为1 ,我们就说这 Riemann 度董《 * ， • 》 
适合于 ^(adapted to A ) m 下面的引理说明，适合于 yl 的 Riemann 
度员：总是存在的. 

引理 1.4 在定理 1.1 的条件下，存在与 <• ， •> 等价的 
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Rirma ⑽度量《 ♦ , • »和常数< 1，使得 

\\ TfQ)W > ^ ”15.1 ， t £- # 

II770011 <r\\n,VV€E\ 

(这时我 f iUf ^ EA 的斜度 < r .) 

证明.取 o ^ c -( m 9 R ) 满浥 
⑴ o < e ( x ) < 1， 

(2) 000 «=> 1 , Vjt ^ / i , 

(3) ^?? 0 是紧致集并且 C ： i \ 

由定义，存在 C t >0, G >0 和 OdC 1, 使得 

|rm)l > Wkl ， V5W ， … i ， 2, …; 

\rrw < CA n \l\, V>I€ E\ n - 1 ， 2, •“ 
取分充分大，使得 


n 


cx q > U CjX^ < 1. 


ju c t j + s POr (5))7 r (5)|% 如果 ^(?) ep , 
如果 ^ c «) i sup ^ 

这里是切丛到底流形的投影.由于 suppa 是紧致 
的，存在0 >0,使得 

m < m < fiifu 

于是，对于 ^ p ， 我 n 有 

iT / a )^ - 2 \ Tm )\ 2 

- m 】+ 1膽)1 2 — ㈦ 1 

> m 2 + ( o ，一 i ) m , 


这里 




C \ X -^ — 1 

W 2 


> i . 


问样，对于我们有 
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vkv ) v - 

r - \ 

' hi 1 - hi 2 + im^)i 2 
< i - p-(i - c ^ Ohl 1 
<^ hl 2 , 


JJ 



1 — 仿时 / 
B l 



取 0<r = max{# 4 , v} < 1 ，并用光滑的 Ricmann 度 • 1 「遇 
近 I ， 1 %可使 


1177(5)11 >m ， Vf€£% 

\\ Tf ( n )\\^ rM , V # □ 

研究双曲不变集的一个重要手段，是把 它名示 为适当的截面 
空间中一定的映射的双曲不动点.下面的命题逆关键的一步. 

命題 1 .S 设 PCA / 是开巣， MC l ( P ， M ) 到 /(?) 的 

微分同胚 ， A CP 是/的紧致不变搌.考虑线性映射 

1 n iT \ r A M ) — 

r 卜 > r/or 。 广 1 . 

如果3是/的双曲不变染，那么产是双曲线性映射 
证明.设 T A M 分解为 Whitf ^ y 和 

T a M - E 4 * ㊉ P ， 

并设对于 M 的 Kicmann 度 »( • ， • >和常数 0 <r < 1有 

\ TKO \ 

| T /( n)l <小 1 ， 


于是 r\r A M ) 分解 为直和 

r °( F -)© r °( KO » 

并 a 对 f wr°(p ) 和分别有 
l/ ff («)| — sup (T/octo/ l (^)| 

M fA 

^ sup 丨 77otf(y)l 

y €4 
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[«( y )| « t \ ct \; 

V t i 

\f%0\ ™ sup IWW—GOI 

x * A 

— 1 sup lT /^( y )| 

« ♦ 4 

I 泛 （ y )| -=- □ 

yt a 

命题 l ， tf 设 PCA / 是幵粢， f € C \ P , M ) 是从 P 到 f ( P > 的 
微分同胚， /! CP 蛙 / 的紧致不变集.考虑线性映財 

1 n ： T\T A M)^T\T A M) 
r h-^ Tfoy^t\ 

如果 A 是 / 的不变奥，那么 /* 是双曲线性映射. 

证明.与命 SIL 5 类似.留给读者作为练习. □ 

§ 2 结构稳定性 

设 M 是光滑 Ri ^ mann 流形，是开後 ， M C #, W ) 是 
从尸到 /( P ) 的微分同胚， /1 C ： P 是 f 的双曲不变集*我们将证 
明/在 A 上是结构稳定的. 

定理 2.1 / ft / I 是结构稳 定的. 即对任窃的5>0,存在 

厂在 C l ( P , \{) 中的邻域％，使得对任这的 8 ^?/,存在关于 
兑不变的紧致染 A e aP 和同胚 h ： A -^ A t , 满足 

(1) /jof\ A ^ goh'y 

(2) sup d(hM 9 ^r) < d. 

* e.« 

证明.设 T,M - E • ㊉ E ' 是关于 77 不变的 Whitney 和分 
解，并且对于 A / 的 Riemamt 度*< •，- >有 

\TKO\ b：\ 

\Tf( V )\ < 小 1, Vt? f E\ 

对于在 C l 窓义下充分接近 / 的 £， 我们来求解关于 h ^ CXA r \ f ) 
的方程 
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hof\A =» go / i 9 (2.1) 

这方程可以写成 

A 00 ^ 9 Vx € (2.2) 

以 C xp 表示 Ricmana 流形的指数映射.只要 AO ) 与 * 充分接近, 
就存在 

yO ) — exp 7* A 

于是 （2.2) 可以改写为 

cxp^rCx) — jfocxp 广 • ⑺ y ( 广 CO), Vx^ A, 
yO)— 叫广 0 犮 ocxp 广•⑷ T^r 1 (龙 )）， Vjt ^ 4. (2,3) 

我们将在截面空间 T \ T a M ) 中求解关于 r 的方程 （2 J). 

由于4是紧致集，根据第十二章推论10.15,存在 p >0, 使 
得对任意 x 6 / I , 

^p r ：{f f T X M\ |?| < p) B(x 9 p) 

是光滑微分同胚.选取 

0 < e < min { 8 , p} f 

并记 

{a^^CT A M)\\a\ < s\ m 
为求解关于^的方程 （2.3)， 我们定义一个映射 

各％:劣？ — r 3 ( r 4 w ), 

其表达式为 

^ — expr 1 ^ g^pr l ( x>r (/* 1 («) ) t 

Vx e a . 

当史 = f 时，我们有 

^ /(rX*) — ap/o/ocxp 广⑺ r(r l O ))， 

A . 

显然这时零截面 c » 是 sgr , 的不 动点： 

^/(3) - 3. 

记 

G(§) — cxpf(i>o 裒 ocxp〆 ？），x — 7r ($)； 

一 « xp 7 ci )°/°^ p ,( f ), x — 
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我们有 


Gocrof~ = G(a )； 

( tj ) —= b OlTq / 1 F (^< j \ 

拫据 Palais 引理(第十三葷，定理 2.2), 我们看到 

A(V) — DG(a)t — (5GX 。， —or 。 广 1 
(0<^,X(r) => I?P((T)r ， (DFX 0 r l °t°r\ 

通过直接计算可得 

( DF ) Q ( i )- Tia \ 

这里 （5 f > 表示 F 在零截面 3 的任意 一点处沿纤维方向的微分. 
由上面的表达式我们得到 

(D，,) B (fO- T/。 作广 1 • 

即 

(喊/)3 ■ /' 

因此,零截面3 是^; 的一个双曲不动点. 

只要 A 在 C 1 意义下充分接近/，相应地得％也在 C 1 意义下 
充分接近邊",.根据第八聿的定理3.2, 在零截面8邻近也 

应该有一个不动点 r: 

rK r - ^r/r). 

即 

yOO 画 CXp7 l 0 发 OCXp/- • ⑷ r ( 广 L 0)), W € A. 

记 

AO ) — exp x r ( flf ). 

自然有 

M ), 

h ( jc ) -• 发 oAo 广【00, Vr € A m 
即 

h — goiof~ l I A 9 
hof\A — goh m 


又，显然 A 满足 


^(A(*) t x) — d(cxp,rO) ， Jf) 
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- IrOOl 

<e< 汐 ， Vrf A. 

(参看第十二章，推论 10 13 .) 

尚须证明 A 是 单映射 ，因而是从 A 到象集的一个 
同呸.为此，需要讨论 f 在 A 上的可扩性. 

定义 2 . 2 ( 可扩性）设 （ X ， rf ) 是一个度量空间， /: X— X 
是一个同胚.我们说 f 是可扩的，如果存在常数 t > 0 ,使得对 
任意 y € x , x 尹 >，存在 ne z , 满足 

这时，我们称 e 为/的一个可扩常数. 

注记 2 » 3 定义 2 . 2 的一个等价的说 法是： 1 称为是可扩的 * 
如果存在常数 C > 0 满足 

咐 0),r(y))<e ， Vn€Z^>^ = y. 

引理 14 设 （: £, H |) 是一个 Banach 空间， C 7 CB 是一个 
开巢 ，06 ^^ C \ U 9 E ) 是从 1 /到少 ( U ) 的微分同胚 • 如果 
( P 以 0 为其双曲不动点，则存在常数 t > 0 ,使得 

\\^ H M\\ < f, V/?€Z=»t- 0. 

证明.记 ^= 0 ^( 0 ), 设£分解为关于 3 不变的 

子空间的直和 

E — 

满足 

[|(^ l ^ n < r < l , 

|f(^|EOII<r< 1. 

必要时改换一个等价的范数，不失一般性，可设对于 y — y « + y , 
( E , y m ^ E % 有 

||yl 卜 max{!|y^||, fy』}. 

取 

r— 一 1 

0 < s < -- 

2 

由第八章引理 2 . 2 可知，存在 f > 0 , 使得在 
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有 




(p ^ t +- <p ^ tjf A L c/> # 

这里 

Lip(</>) <： <> t Up(^) < e. 

设 x 满足 

[I^Wll<C, Vn^Z. 

如果 

IkII = max { ，尤」 1， \|1} = 1 jt u I > lk / P,t 
则 

- K 】 + 9)-0011 
+ e)lU|| 

> 11( j 十 (pXOO 卜 E 少 .COL 

(参 f? 第十章，引理 2.3) 重复上述步骤，我 n 得到 

^ n M\>(r^-ey\}x\\ y « ， 1 ， 2 … 

W { II^COi In *=» 1 , 2, *••} 有界，一 S>1， 所以只能有 

jr = 0, 

如果 

W 卜 max {! U « l !, (|^ ’ } — \ x . 1 > \\ x M ' , 

则同上面一样可以证明 

^ •wn = n 旷 ooii 外•一 eriwi, 

n 1 , 2 , ■ • • 

因而也只能有 □ 

定理 2，S 设 i ^ c \ P , M ) 是从 P 到 KP) 的微分同胚，它以 
紧致束为其双曲不变集，则 /| yl 是可扩的. 

证明 • 在前面的讨论中，如果把产（7\纪）改换成 P( 7Vtf)， 
仍然可定义： 

d 0 \ ** r \ T A M )\ cr| < P>, 
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我们继续釘如的 讨沱， m 爱水 mm 的 e 迸一步满匕 

0C 6 < p, C /3}. 

只要 e ^EC\a >4下充分接近/，方程 （2.2) 就有唯一解 A e C\A 9 Af) 
满足 

sup d(h(x) ， x) < s < d ‘ 

■ 導 1 

找 fl 指 出 这时 A 足笮一的. 

设不然，如朵 X , y f A , x 尹 y ， 使沿 h {. x ) ^ A ( y ), 那么 

0 «^( r ( HO ), r ( Hy ))) 

- ^ u ( roo )， Kr ( y ))) 

> Aro )， r ( y )) — # roo , m /， oo )) 

一火 /< r ( y ))， rCy )) 

— 2 e >^/3 >0 

(对于适当的 WZ 乂 

但这是不可能的.这一矛眉证明了 A 的中一性. 

记 A 8 ^h(A\ A 逛定义于紧致災 A 上的％—连续映射，闪 

而逄从/ I 到象染、的同胚.由 h 面的证明已经知迠 A 满足 
⑴ Ao /| A — goh 9 

(2) supdOO )， r ) < 5. □ 

定义 2.6 ( Anogov 微分同胚） 设 A / 是紧致微分流形.如采 
f(r DiffCA /} 以整个 A / 为达双曲不变災，则砟/为 Anosov 微分同 

胚. 

定理 2 J Anosov 微分同胚是结构稳定的. 

证明.这足定理 2.1 中 A A / 的怙形.这 a 仅仅还；?〖要证明 
^ 敁满 映射，即 H . u )- A /. 我们将这一 V 文的 i 正明留给读者 
作为练习. □ 
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第十五章双曲集的扰动 

i 2 Ar 是光沿 Rictnann 流形， U < ZM 是开炎， A < ZU 是紧致 
聚， f ^ C ( U 9 hf ) 进从 I ；到 KU ) 的微分同胚，它以 A 为其双曲 
不变災 .» ^ C \ U t M ) 在 C l B 义下充分接近/，那么如上 
一京所证明的， e 在 A 邻近也有一个紧致的不变災 △一心 crt /， 
并 ii / IA 勹 ^| A 拓扑共轭.本章的目的是进一步证 明： 如 iR 
f 在 C 1 赶义下充分接近/,那么 g 迮不变％ A 上也具 W 双曲构造. 

§ 1 双曲集的判定 

引理 U 设 A / 是光淠的 Riemann 流形， UdM 进幵级 ， A 
Cl /足 紧致染， g : U — M 是从 i / 到 g ( t /) 的同胚，它以△为不变 
银，6:7\ 八 / — 7\ A / 迈沒盖 g | A 的向笟丛同构 . 如果对 于五- 
LA / 的 Whunry 和分解 

E - E 1 ㊉ 妒， 

映射 G 分块表示为 

G - °' 1 |： E l ©E 、 

并且 C ,/( iw - U 2) 满足 

咖{抑|， | G a |}< 又， 
mi3C { 丨 G|J I ，丨 G‘.t I } < ^ 3 

这里 I * 丨是由 度谩 （•，•> 引出的范数，而; l 和 
足 

0 < 1 < I , 0 < 8 < min{l — X f l x - 1}. 

则存在 L ( E \ E 0 的连飧截面 P , 满足 
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(，) …❼’ 


(ii) S 的： P 丛 F l _ ( id 9 P)E 1 对 G 不变(即 GF l « FO； 
(«0 对于范数 il • B: 

Ih I fnax{ IrjJ ^ h 2 | }» 

Vi] -= ij t + ?j 2 , tj,€ E l , E 2 # 

我 n 有 

iO^\ w 1 — S 删 , V§ f F\ 

因而对于由 Rirmann 度贵〈 •，• > 引出的范数 | ♦ |也应有 
|G5l F \ «^N. 

这里的常数 ^>0, 0 < v - (；T l 一 I)* 1 C 1. 

证明.（类似于第七章命题 3.4 证明中的做法，请读者参看对 
照 J 考察 G 的分 迓衷示 

- c n ^ + c ^ r , 

一 C n ^ + G w §! 0> ， 


这里 

，以 ，㈣ E^ m)9 

要使铲” （ iW ， P ) E i 对 G 不变，对于 4 尸一 P { c ) ^ 0 } 应有 W = 
P L W \ 这里 

p \ ei 9 P \ E^ xu 

r 是 

产 XQ + G ，)#, 

tp ^ ci ) „ ( g 2I 十 G S P W )^\ 

由此得到 

p'w - + w o> )(g u + c i 2 p^y %^ 9 

€ El c) . 

即 

n ( g 21 + G ，)( G n + w c> )-‘. ( u > 

对于我们有 

IW 01 | < \ G U \ < £ < i 1 < l Gn l I - 1 . 
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这时 〜 + O a P^ ji 可逆的，并且 


i ( ‘十 < 


r ^ F 1 





(参珩第七章，引理 3.1). 因而 ai ) 有窓义，并且 

< | g 31 -b G^p ^ Wia ^ 4 - 0^1^ 0} )- 1 \ 

^ l-b s ^ . 

《 ZT-i - — 〆 < I 

X * — 8 


( 1 . 2 ) 


记 

L t ( P ， P )- L (/ T , EOlt^l <1}, 

， " ⑴一 (q + c a sxG ir -h c }i sy\ 

类似于 （1.2)， 我们有 

l ^"(5)| 1. (1.3) 

易见 

W 1 ， E ^^ LX ^. E 2 ) 

是一个覆盖 £ 的保持纤维的映射，我们来证明^是压缩的.琪实 
上，利用第七章引理 3.3 的结杲，我们计算^沿纤维的微分得 
(D^),T - G 22 T(G lt ^ GW 

一 (G 2l 4- G 22 SXO lt -h G l2 5)- 1 < ； l2 r(G ll 
+ OnS )-' 

- < G „-^( S ) G I 2 ) T ( G n 4 - C %1 Sr \ 

因而 

\0^)s\^(\G i2 \ -h i^^liGuDKGu-hG^n 

< 6 1. 
r 1 — s 


考虑映射 

rXL ^ E 1 , E l ))^ r ( L t ( E \ E 2 )) 

S \-^ y ^ ToSog -\ 
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由 Palai, 弓1埋（第 f •三章，定理 2.2) 我们看到 

\ 0 ^) s \ </*< 1, W 户 (L/m 

因而歹是完备距离空间的一 a 压缩映射，有唯 
-的不动点，即存在唯一的 p ^ r % u ( E \ E ^) 9 使得 

^( P ) ― 3^ opog - 1 — p 9 

或者 

户 — Fog 0 

这样的 P 应满足 

( i ) | P | - sup \^ oPog -\ x ^\ 

I < A 


( ii) r GF X - G ( id , P ) E i d 0 d 9 P ) E l ^ F \ 

对任意 q *•* ( 小，只须取 

£i (^ti + OuP ) ^^ e i 9 

p \ 

鱿有 

r (^ i * + OuP )^ -= 7 ] ly 

V 〜十 G a p)^ - (G 2j + G a PXGn ^ Gar'll -戶 TJ" 

9 


这证明了 

( ii )" GF X ^ F \ 

又，对于 S ■ (h, gi) — (& ， n ：)^ F \ 我们有 
16 卜 l^il < l€>L 


于是 

㈣ -« maxdhl ， I fa I } -" |$i| # 
因而，对于 5 _ (?i，h) M (5i，P5i)€ 广，有 
( i «) ll?H ™ kil 

- 1 ( G _, + g i 2 p )- 1 cg u + G a P ) 5 A 


I ( g u + gj )5 i | 
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因为 II • II 与 I • I 婷价，所以有 

咖 < Itl < BU\U Vf 6 E = TJ 4 . 
于是对任葸 I € F 1 , 我们有 

\ 0 ^\ > Kr 、一 e)nsil 

n 

— Kv~ n I, » ^ 1, 2, • - • 

这里 


4 >0 , 


0<,-点<1 


□ 


定理 1,2 设 Af 贷光滑的 Ricmann 流形， t / CIA / 是幵槊 ， AC 
7是紧致染， S^C\U 9 M) 是从£；到 g(U) 的微分同胚，它以 A 
为其不变谋.如采对于 K 的 Whitney 和分解 

E 面 £，©圮， 

以和 rr 1 分别表示为 

Tg ^ f ° 11 G ，2 1： E 1 ㊉ E ’ — E 1 ㊉ 

-Cf/j (?22 』 

rr l « [^ 11 ^ 12 ]: e ^ e ^ b ^ e 2 , 

满足 

l ^? ti |» 1 <^22* 丨 } < 又， 
max{ 1 C/ij I $ 1 O 21 1 9 I ^ 12 ! > I } < s ， 

这里; l 和 S 满足 

0 < X C \ 9 0 < e < mm{ 1 — X ， : l _l — 1 } ， 

则 i ? 在 A 上宵双曲构造， 

证明*由引顼 M , 存在 L(K\ E) 的连续和 L(E\ 
的连续截面满足 
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(0 \p\ <〆 1 ， 1^1 
( ii ) 

对于 7^ 和： rr l 不变； 

(hi) |Tr(f)| >Kv' n \^\, f\ ” CN, 

|rr ffl (7,)| > Kv ^\ n \ 9 v# f \ N, 

这里尺 >o, o< p- - ■ 1 <i. 

a — e 

由 （ i ) 可得(请读者自证)： 

FinF 2 , - {0山 △, 

这里心表示纤维 E x - T S M 的零向 a . 又,显然有 

dimi^ 十 JiniFJ = -I- dim.£*i 

=»= dimZi^, Vr (: A # 

因而 

F 1 ( QF i = E - T a A / 4 
并且，对于 C ， K ， C 2 •冬， 我 n 有 

jK 

lTr (^)| ^ va F l , «6 N , 

l ? VO?)l F % « CN . □ 

§2 双曲集的扰动 

设从是 光滑的 Rictnann 流形， PCZM 是开染， A < ZP 是紧 
致集， j ^ C \ P ,\ 0 是从 P 到 KP ) 的微分同胚，它以 A 为其双 
曲不变集.于是 T a M 分解为关于77不变的 Whimey 和： 

T a M = E “❽ E f . 

为了讨论双曲集的扰动，我们希望把这分解扩充到 A 的一个邻域 
上.即希望能有这样的分解 

T v M - E 1 ㊉ 护， 


使# 


E \ A- R f \ U l \A^ E\ 
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为了说明这种扩充的可能性，我们要用到有关纤维丛的一些概念 
和结果.纤维丛是我们已经了解的向置丛槪念的推广 . 在纤维丛 
的定义中，我们仍然考虑从全空间 E 到底空间 X 的满连续映射（成 
e 淹没 ） cE — x , 也要求满足局部平凡化条件.不过这时我们以 
更一般的拓扑空间（或 C 微分流形） P 代替 R * 作为纤维型，以更 
一般的 亨莩堆庁甩于 F 之上的考垮琴 G 代替 GL ( R *), 要求由局 
部平凡奔维变换都是元素.有关的概念和结果请 
读者参看 U 9] 或[20】，这里就不细说了. 

引理 Z 1 (截面的扩充） 设 E t M 是微分流形， rr ： E-M 
是一个纤维丛， ACZA 4 是一个闭子巣，而 S ： A^E 是一个连续 
截面，则 S 可以扩充为定义于 A 的一个邻域 U 上的连续截面 S ： U 
— 五.这就是说，存在 A 的一个邻域 U 和连续截面满 


足 

5 U -5. 

证明. 因为 E 是 ANR (Absolute Neighbourhood Retract , 即 
绝对邻域收缩核）, M 是一个正规空间，因而 S 可以扩充定义到 
的一个邻域 t /。 之上，这样得到一个连续映射 


SatU 0 —^ e 9 


满足 


s 3 \a — S, 

对于给定的《>0,可以选择 A 的充分小的邻域 UCU Q , 使得 

^(jr5 0 (^) » jr) < S ， Vr € i/. 

由于 M 也是 ANR , 当 s 充分小时， 

7tS Q \U：U ->M 

可以相对于而同伦于包含映射 


i u ： U ^ M m 

由覆盖同伦定理(参看 L 21】， 第 XX 章，或者 [221) 

S 0 \U ： U^E 

可以相对于4而同伦于一个映射 

SiU —^Ep 
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满足 

E l \ A ^ 

和 

e 2 \ a ^ e \ 

又因为 

E-©E X = T A M 9 
必要时再适当地缩小 t /, 可使 

r a M , □ 

定理 2J 设 A/ 是光滑的 Rtemann 流形， PCM 是开集， AC 
P 是紧致集，是从 P 到 f ( P ) 的微分同胚，它以 A 
为其双曲不变集.则存在 A 的邻域 U 和 f 的 C 1 邻域％，使得任 
意在其任意紧致不变集 Aau 上也具有双曲构造. 

证明，设 T A U 分解为关于/不变的 Whimey 和 

T a M - E“®E、 

满足 


|( W)| 1， 

KTf \ EO \ <r < 1. 

把 t a m 的上述分解扩充到 / I 的一个邻域 t ； 之上： 

T V M - E 1 ㊉护， 

K 4 U — E u , t '\ 

设 £/ 是 A 的充分小的邻域， f 是 f 的充分小的 C 1 邻域.考察任 
意的在 f 的紧致不变集 ACU 上，7^和 TT 1 可分 
块表示为 


T S 功 


G n 

-Gn G22 - 


: 2^©£?|厶— E 1 ㊉ E a lA, 


Tg ^ 1 


m ^w 

^21 


E 1 ㊉ 纪 I A . 


因为 A 的邻域 L / 充分小， f 的 C 1 邻域欲也充分小，所以应有 
max{ 11， | Gji ， I <5j 1 ] , I + 

max{ i^ui * l^ul» I I } < e . 
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这里 

0 < t < ~ (I r ), 

2 

因而 

l -h e i + 2 s < 1 4 

i" 1 — — --- e > 丄二 ^ > 1 • 

r + 6 r + e 

于是，报据定理〗 .2, 我 n 召到 s 在其紧致不变柒 △ 上炅打双曲沟 

SL □ 

推论 2.4 设 A /& 紧致的光滑的 Riemian 流形，则 A / 上全沭 
Ano , ov 敗分同 ftg 的泼合 

A(iW)dDi(P(M) 

是 mt \ M ) 中的一个开了•集. 

§3极大双曲集 

定义 3.1 在定理 2.3 的条件下，设 FC ： y 是/ I 的一个紧致邻 
域， M 你，则 

A— n g n (V)C：V 

94 z 

是 X 在 V 中的极大不变染，并且《在 A 上具有双曲构造,这样的 A 
称为是 S 中的极大双曲來. 

本的主要目的是证明极大双曲後从荇某种形式的结构稳定 
性.这里的结果，将在以后证明 G 15定性定理时用到. 

先作一些必装的准铬. 

引理 3-2 设 ihmch 空间 ( K , 1 - |)分觯为丑和 

可逆线性映射 A ; K -* E 满足 

AE U ^ B% AE* — E\ 

M/l = \(A\E-y i \ < v < 1 ， 

⑷一 \(A\E^)\ < 1. 
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我们引入 记号： 

lull ― max { U_1 ， U, IU 

Vx — jr fc + jt, 3 r N 令 E u ^ x,€ E% 

E ( r )- K\{xi < r }, 

如果满足： 

Lip(<p) «£ 6 < 1 一 v 9 

0 I 

11^(0)11 <(1 - # Or , 

这里表示对于范数 II • II 的 Lipschitz 黹数， y y + e < !， 

• •肅 

那么 j + < p :£( r )— E 在 E ( r ) 中有唯一不动点，这不动 
点 P 满足 

M < ― 1 — !I<p(o)|| « ―^— ll < P ( o),L 

1 一声 1 一户 

证明.我们来求解 

C 一 •十 </)_(尤）》 

— A , x t -F cpXx ) 9 

这方程组可以改写为 

尸•一 A~ l (x m — <“00 )， 

Ijr, ■" 乂无 ，+ 

如同我们前面多次作过的那样 ，贺 

^ *00 — ^ u \ x u —〜 o ))， 

3T t (^) ^ 4- 屮 ,0 )， 

70) - ( + 叉 ,00). 

容易验证 

i^TM - ^( y)ll < - yi 

(/X — v -h 8 <； i ) # 

因为 

B ^( o>a <|| 9 ( 0 ) 0 - 8< r >( o )[] <(i - / Or , 

所以 对任承 ^ H ( r ) 都有 

- W)U < 11^0) — 7(0)11 + I|^'(0)| 
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名 pr + (1 —— fi)r r # 

我们看到^是从 £( r ) 映入到 E (0 之中的压缩映射，它应有 
唯一不动点 E(r). 这不动点应满足 
llPl ! - II 叉 0)11 

< 1夕00 - 7(0)11 + 117(0)11 

< 4 夕 11 十 " 少 ( 。 )11. 

因而 




推论 3.3 设（五，丨 • |)是 Banach 空间， A:E — E 是双曲 
线性映射，其斜度则存在 0<6< B ， 使得只要映射 
(p: ^{77} *= {x^ ^ikl 

满足 


Lip (< p ) ^5 s ' **= — s < ~ (1 一 v )* 
M B B 

l 屮 (0)' < I (1 — 0)巧 

U 


映射 

就在 


<p r^M ^ ^ (p ： E{rf} —> E 
H{^} - E\ |jc[ </?} (卜 |* 邛 ) 


之中有唯一不动点 p . 这不动点满足 

^ <_ T^7 營剩 • 


证明.设 e 分解为关于 j 不变的直和 

E - K-©E% 

并且对于满足条件 


CUII — tna 3 cdU . ll , n ^ l !) 
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Vat *= x M -b x s9 x u € x,^ t J 9 


的范数 IMI 有 

M; 1 !l-ll(^|E-)" l ll<v < i f 
IMJ«» IK^ 1^)11 l. 

因为范数 I ■ 丨与范数 I • 丨等价，所以存在 

0<b< b 9 

使得对任意 X^E M 

办 IWl < Ul < ^Ikll» 

~~ Ul ^ 1^11 

ti b 

取 r *=> 1 ”， 51 J 
H 

E(r) - (xt EIIUH <r}CE{^J, 

Lip (y) ^ — Lip (< jp ) ^ e <1 1 — v 9 
a - ii b 1*( 

ll<p(0)[ <-|<p(0)| 
b 

< 套 ( 1 - f*)n 

—^ C 1 - f*) r < (i 一 〆) 厂 . 

根据上面的引理， <t>-A ft E(r ) 中有唯一不动 点心这 
不动点满足 

— 1^0)11. 

1 — ^ 

lp| <^|]pll 1^(0)!1 

1 — p 

<— —— V(0)| 

1 一 〆 b 


因为 


- b 
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E{，}CE (士 ？ 卜 O 卜 EO )， 

所以少 = 3 十少在 E { fi } 中只有唯一不动点，这不动点即少在 
E ( r ) 中的唯一不动点/>»它应满足 

1^1 - \< P ( 0 )\. □ 

\ — ^ b 

引理 3*4 设 Af 是光滑的 Rictnann 流形， U ^ M 是开衆， 

T 0 M = E l @E\ 

映射 g ： U-^M 是从27到 g ( U ) 的同胚， VCZUf ] g -\ U ) r \ S ( U ) 
是一个紧致槊.又设 G : T V M -> TM 是覆益 g : 的向 

ii 丛同沟，6和 tr 1 分块衣示为 


G 


Cij C 叫 

0 it G 2 ^ 


S 1 ㊉ E 2 |K — E l ®£\ 



G n 

Gii 


E 1 ㊉ 


满足 

max { I G^ 1 1 , | G n \ f | C? u | , | <^>V I } ^ » 
nux{ 1 Gja 1 , I C/^| ( f I C?u I 9 I (j 2 , I } ^ 6 f 

这里 

0 < A < 1, 0 < 8 < min{l — 1, X^ 1 — 1}. 

则对于 K 的任意紧致不变枭 A , 映射 

g ： r°(7^M) —r°(r A M) 

r f — > Gorog^ k 


是双曲找性映射，其斜度<1； - ^— . 

厂 1 — e 

证明.由引理 1.1, 存在连续截面 

r ( L (铲， 铲 ）1 厶）， ^( L ( E \ K l )| A ) 

满足 

(i) 尸 1 \Q\ 

00 和 F 2 ^(Q 9 id)E 2 \A 
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都对 G 不变； 

( iii ) nG£n f \ 

这里 

H£l! — maxiliil , \li \} 9 

C,€ E \ ^ E \ 

0 <1 y m -- <1 1 . 

i"~ -一 6 

于是， nr ^ M ) 分解为 

r°(T A M) — r°( F 1 ) 4 - p(f 2 x 

容易看出，映射 

5: r °(7 ^AO — p (: t a a /) 

r I 一 > Gotog - 1 

是一个 分别以 rx/ 71 ) 和沪）为扩张子空间和收缩子空间的双 
曲线性映射，其斜度— . □ 

X S 

引理 3.5 设 W 是一个光滑的 Ricrmnn 流形， J/CAf 是幵槊， 
VCZU 是紧致集， © 是一个拓扑空间， i ： SXU ^ M 是连续映 

射， 

S(t — g(0 9 * ):17 -*■ M 

是从 t； 到 ga ( U ) 的同胚， T„A/U?| <p}, O：© X J? 

是覆盖 R 的保持纤维映射（这就 是说： ■) 是 
稷盖心的保持纤维映射）.如果乂连续依赖于0和？，则 
对任澈的 e # > 0和 存在％的邻域咏和正数 q<P， 使 

得对于任意和 T v M y 151 名…有 

\ D ( G e ~ ( DG 0 )-M < e\ 

证明.我们有 

\ P ( G e -( DGM t \ 

< 1( 方 一 (DGeJt] -H |(5〜> 一 (DG do ) 3 | 

+ \ CDG Bo ) 5 - CDGM . 
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由于 (加八 对 3 和§的连续性，可以选取^的邻域 0 a 和正数 
>?< Pp 使得对于没€ 0 0 和 T v M y | g | < 7 j ， 有 

\D(G d -{DGe\W < 吣 □ 

引理 3 * 6 在上面引理的条件下，如果 ACTF 是 g d ( 6 ^@。） 的 
紧致不变集，则映射 

G e ' r ( r A M )||< r | — P (/^ A /) 

江 1 ~> Ggocr^g' 1 

满足 

Up(G d - (OGM < s\ 

证明.由 Palais 引理（第十三章，定埋 2.2)， 我 H 断定 
\ DCG e - ( DOj ) b X \ < 8 \ 

VW r ( T A A />, U | 

由此可 m 

Li 庐 (A — □ 

定理 3.7 (极大双曲集的结构稳定性）设从是一个光滑的 
Riemann 流形， PdM 是幵集， ACZP 是紧致集， W ， M ) 
是 McP 到 /( P ) 的微分同胚，以 A 为其双曲不变集.于是 T a M 
关于 77 不变的 Whimq 和分解可以扩充到/ I 的一个幵邻域 L / 上 

T l M - / T © E \ 

EM /1 - E % U 2 \ A - E \ 

我们断定，存在4的紧邻域 VdU 9 使得对于任意给定的 正数心 
存在/的 C 1 邻域7 ,满足 条件： 对于任意的於，心在 P 中 
的极大双曲粜 A 2 , 存在同呸 

Ai : A x -> A ” 

适合 

(1) V&I △, m ^2°^,, 

(2) d(U) = sup d{hXx)^ x) < d 9 

霣 € A 

这里 A , c —> x \ /是放入映射， 

证明.考忠由以下表达式给出的映射 
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步的 ⑴， ^(/f /> O — °f°exp“L 

已经知道 / 以 /! 为双曲不变集，设其斜度 < r . 我们取 

0 < £ < -j (] — r ). 

于是存在4的紧邻域 VCU 和/的 C ? 邻域9^,使得对任总心， 

ye 及 r(u)nuru 乂"）， 

并且对于1 + & 

(氣 )5 

满足引理 3.4 中对 G 的要求. 

我们将视为参数，即取 

6 ™ (Sif gi)t 0 Q — (/, /)* 

& — 广私 ，〜 ■ &/./> "■ /， 

邮“） 一 ^, g 2 ; S ), 雜“）回 少(/，/; f ). 

这里参数空间赋以由 c 1 拓扑诱导出的拓扑，又 g 

11^11 — tnaxdS^ , |^ 2 | }, 

▽$_& + $ 】， E X \V, ^ E 2 \V^ 

我们有 

_ < Ifi <BU\\ f Vf€ TyM m 

对于 % 存在 / 的 C 1 邻域和常数 n >0, 使 
B 

得 0 a -9^ X ^。 和^满足引理 3.5 及引理 3.6 的要求，这时, 
对于 

^1. Sl ^ ^ 0 ， 

a « n sk v ) 

*« i 

和 


我们有: 
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(Di> l ： h ： rX ： r Ai ,v/) — r( T^M) 

是双曲线性映財，其斜度 

0 < i» 两 --- <Cr + 2e<C 1 — s \ 

r x — e 

同时 rp —屯 j — A : 

rX7\M)iW —r(r v w) 

是 t . ipschitz 映射，满足 

Li t/>) <T s’ e 

B 

记 

B 

只要 

sup J (私 CO ，心 O) ) < ^ a (i t^)n » 

• t a a 

w 有 

1^( 0)| 1<P 12 (0)1 

^ sup lexpr^c^r'W)! 

"sup J(r, gi(gx l M)) 

A- 

—sup ^0,00, aOO) 

^ € a. 

< —( 1 一 綷 ) n. 

B 

由推论 3,3 可知，十 < p 在 

{<r6 P(7\W)1M < 夕 } 

中有唯一不动点 y, 满足 

Ir | <_ A _ A |^( d ), d 
1 —— b 

考虑 

• «|) x r(^) , xt A 1# 
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我们哲到，存在唯一的 ^ e ( A, f W ) 满足 

< d ( h , ix ) — ^up «/(ACO t xXfi . 

翼乇厶 • 

取充分小，使得满足 

sup d{g t (jc ) ， ^ 00) < i (1 — ^Omin 卜+卜 

则存在连续映射 Ai ： A ^ M 满足 

厶复。炙 I Ai — ii^ht 

和 

<KU*) 一 sup x) 

-=sup t f Xpjr W ] 

* c a, 

- IrJ 

1^(0)! 

1 — ^ b 


B 


1 ― * /* b *< a, 


sup dCgtOO ， 心00) 


< min 


Ml . 


又因为 hx {^) CZV 显然是&的不变槊，所以 A . fAjeA ,, 我们 
有 

： Aj —► AjCZM. 

类似地，交 换心和 L 的地位，我们 哲到： 存在连续映射 

hi : Aj —> A,CM « 

满足 

^ i ° S 2 \^2 -* gl 0 h ， 

d(h i 9 i 2 ) =■ sup < tnin p ， 音 }• 

考虑连续映射 


它应满足 
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hj^hi : —♦ A l CA /^ 



d(h 2 o/i l9 ij) *« sup d(h 人 h 人 x)) ， x) 

* € jx » 

< sap {</( 〜 ( 乂 W) ， A,CO) + 方）， i)} 

^ sup d{h 2 iy) 9 y')^ sup x) 

y 丨厶， * « a « 

< 見十 1 _ 象 
2 2 


但是 / , ： A -► M 

显然也满足 



h °Bi 1 A , - 



dO\t A ) *= 

0< P . 

由唯一性可得 

hfk 、 — <!- 

- d 1 厶, 

同样可证 

h x ^ h 2 *■ fj 


这证明了 H 

-^ 是同胚，满足 


⑴ VdA 〜犮 2°A” 

(2) 灿,/,)<5. □ 
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第十六章双曲集的稳定流形与不稳定流形 

§1稳定集与不稳定集 


萏先，我们来_般地定义稳定 m 和不稳定集等概念. 

以下设是一个距离空间， Homco ( X ) 表示从 X到X 
的同坯映射的 m 合. 

定义 1*1 (稳定集与不稳定集）对于/ 6 Homeo(X)|Px^X, 
我们把集合 

W'(x，/)._ { y ^ X \ Tim rf(/々（ y ) ,尸 OO)- 0> 


W-(r, /)- {ytX |lim 火 /_Ky), r*W)-0} 

分别称为 / 在 r 点的稳定集和不稳定集. 

定义 1 . 2 ( 局部稳定集与局部不稳定集） 对于卜 Homto ( X ), 
x 令 X 和 e >0,我们把集合 


w 心， /)- fi r(B (/ / w,O)nw^,0 

/ >0 

Cy)t f M ) < e, i — 0, 1, 2, …; 
lim d ( 7 々（ y )， 尸 00 ) — 0 

if ' ♦♦的 

和 


■{ 


y (: x 


w ?( x , /)_ n KB ( HO )， s )) nw “ u , /) 

r>fl 


■ x J (/ J ( y )， PO )) < e ，/ •一 0, 1» 2, …； 1 

^ lim d (疒 Ky )， 卜 00) _ 0 

♦+ • 

分别称为 / 在 I 点的(尺度为 S 的)局部稳定槊和局部不稳定染 • 
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注记 1.3 由上述定义显然可得 

w “ o ，/)，\ v ， o , 广 1 )， 

WrOr ，/) — W / O ，”）； 

并且对任意的 S > 0 有 

w ( Xy /) = u r\wo )，/)， 

i >o 

w “ o , /)« u /， wj (疒， 00 , /)• 

/ >o 

以下我们考虑 A = W 是光滑的 Rictman 流形的情形.设 
Diff ' C . V /) 以 / ICAf 为其双曲不变集，而 

T a M « E '® E w 

是由 A 的双曲性决定的 Whitney 和分解.找 H 将证明，对造当小 
的和任意的: A ， W ：( x -,/> 如同与 R 泪切的々维圆盘， 
这里々 _ drni 同时， \ V 乂 x , 0如同与相切的/维圆盘，这 
里/ « Am 的.并且，当 x 在 A 中变化时，这两族圆盘分别依 x 变 
化而连续变化.上面陈述的事实即双曲不变集的稳定流形与不稳 
定流形定理.本章的主要任务就是证明这一®要的定理. 


§2稳定流形定理 


定义 2^(0 嵌入圆盘的连续族） 对于々 我们把 

o k — {“**=(«, ， •“ ，《々 ) e R” 2 j “J < 

称为 4 维圆盘 . 

对于 ACZM , 我 f 7 把 { O x ) x , A 称为 c 嵌入圆盘的一个连续 
族，如果对任意 A 存在 x 的邻域 (；(>) 和连续映射 

6:UCx) -*Ejnb r (D^y M )， 

满足 

沒 ( y ) ⑼） 一 〜爲)(0卜 y，Vye t / OO . 

这里 Emb r ( D ^ M ) 表示从到 A / 的所有 CT 嵌入组成的空间，它 
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是 C Af ) 的开子集. 

定理 2.2( 稳定流形定理）设是一个光滑的 R lcmam i 流 
形， ACT W 是紧致集，/ 6 Di 6 P ( A/)(r > 1) 以/ I 为其双曲不变集， 
、Af 是由/在 A 的双曲性条件给出的 Whitney 和分 

解，则存在 U 肢人 圆盘的连续族，和常数 K > 0,0 < XC 
^ , e > 0, 满足： 

( i ) 丁 JK — 

00 对任意 MR 

火 /"(y) ， /_(>)) < KVd(y 9 x) 

n «= i , 2 ， • • • 

(因而 ％ CW 乂: r ，/)); 

( iii ) 对任意 X s ), 

^(Ky)> /W) < f^d(y 9 x); 

( iv ) DiOB ( AT s e )- Wf (\ /> 

(因而 WiO , f ) 是 C 嵌入子流形）. 

这里， B(x 9 s) — {y^ M\d(y y x) C s}. 

这个定理的证明较长，几乎占了本节余下的全部篇幅.为了 
叙述方便，在证明过程中穿插了一些引理， 

证明 . 设对于 M 的 Ricmann 度置 〈，， • >有 

1 贿 ）1 < 以 |， vge E\ 

这里 0 <r < 1. Riemann 度還 < • , • >导出一个 Filler 构造 | • | . 
为方便起见，我们在 

E =- T a M ― 

之上，引入另一与卜 I 等价的 Fmsler 构造 

\\S\\ — tnaxdf,!. If 」}， 

这里右 一 t + ? 〆 E - T 4 M ， 以 E \ 相应于 E ^ T a M 
的分解，我们有截面空间的分解： 

r^(E)^ r fr (£0©^(^ w ). 
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E\a)- by\\\t\<a} 9 

E ( a ) ^ H | ||5|] < a ], 
r(PO))- {ct€P( 纪 ） ||H| <4, 

p (£“(《))- {k r^)\M <«}， 

r * (五 ( fl ))- r \ E )\ M < a }. 

由 A 的紧致性，存在 a >0, 使得对任意 A ， 

< rxp ,: ) —* M 

是到象集的微分同胚，对于适当小的 0< P <〜 可以定义 

F : E ( P )4 £ 

SI ~> exp^i (? ))0/ expwof 

和 F ： r ^( E ( P ))^ r \ E ) 

a I —^> F <^ ci ° f ~\ 

由 Palais 引理(第十三章定理 2.2) 可得 

DFCQ)r ^ DF bor > or of ^ 

T / oro /" 1 
― fty 
即 

⑽) 

我们苕到 P 以3为双曲不动点.由双曲不动点的稳定流形定理 
(参看第十章定理 2.8, 推论 2 .9,命题 Ml 和命题 2.12) 可知，对于 
充分小的0,存在 C / 映射 

G : r *( F ( P )) — r ，（ E “（/>))， 

•葙足 

(a) 11^)11 <M> Vcr^ r^F(p»; 

( DG)s — 0; 

( b 〉 0*6 沒攀 G 

= 0, 1，2, •••； 

( c ) (J f G 


=» wfqow < m \ 
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(这里 0< A < a 

于是，玍零截面 S 处的局部稳定流形. 

注记 2.3 由双曲不动点的稳定流形定理我们 看到： 如于 

x 9 y ^ w £<&) =沒•友， 

必有 

IUOJ — Ky,);l = lk« — yJI < Ik, — y,ll- 

特别地，取 y — 0,则得 

iK^) ! l < il^IL 

这就是上面 （a) 项中第一个论断的依椐. 

由上面的0>)项，对任意 r A (£'(p))， 仅有唯一的％ € 
r \ EXp )) 满足 

I 戶 -( CT " CFj )|| ^ P , fl ■= 0 , 1 , 2 ,…， 

这％ 就是 G ^ X 从这寧实可推断出一系列重要结果 • 

引理 2.4 对于任意的户 （£ 乂 P )), 汉有唯一的〜爸 
r\E u ( P )) 

使得 

sup 0F.(«JiOO ， cf 2 (O)ii <P，” = D ， 1 ， 2 ，-.-， 

* € 4 

这久就是 A =* ^(^ l ). 

证明. 

AO)) 

=» F n (^xr n (roo)) ， ^(r n (f a M))) 

— F A Co l 9 a 2 Xf n M^)y 

因而 

sup HF^atCx) , ct 2 (x))J ― \F n C^iy 巧 )11 ♦口 

A 

以下结果 指出：由 aO 。） 唯一确定. 

引理 zs 对于 r*( 纪 （ P )) 和 r 0 ^ a 9 仅有唯一的& € 
E ： 0 ( p ), 使得 

r 厂 Wat 0 ) ， 茗 2)11 < p，n ^ 0, 1, 2 1 * - * 

这6就是6 M 0(^)(^), 
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訓. 设 W £;•(>>， 使辱 
Ilf ”OiOa )， £ j ) : 


0, 1, 2, 


n 


fG(cr,)0) ， x # h ， 

^ Sit A ： «= 々■ 


则 C 7 d r A ( E “ o )) 满足 

lip ^ O )，《))， 

_ f l | P "( criC ^), G ( a t ) OOH ， 
t | lF ，( a 2 OH 


■ r H 9 


< p，n — 0, 1 ，2， • . • ， W f ii . 

由引理 2.4, 只能有 a =- 0(0, 因而 

^ ^ <^(^ 1 )(^ 0 )* □ 

对于 5〆 eXp ), S 

， ， 、 ^ ^(^ i )* 

cr «* 00 * < , x 

lO ” X 7^ Jr ({)» 

这里 0 , 表示 R 中的零向 s . 显然有 

cr « t £ r ^^( p )). 

引理 2*6 存在唯一的(覆差 d 的)保持纤维的映射 

H ： E f ( p )— B ^( p ) 9 

满足 

G((T x ) — H^a x y Vcr, ^ r^(E f (p)X 

证明.设保抟纤维映射《满足 

G ( a ^^ Hoa t , Va t ^ 户 （ P ( p ))， 

则有 

- Vf EXp ), 

因而这洋的 H 是唯一的. 

我名]定乂 

H (? ‘）一 G ( cr « i )( 你 ))， W t ”( p ). 
将验证对任意 A € T \ EXp )) 都有 



G(<T k ) " 。 (7“ 

琪实上，对任意 r A (£'( p )) 和记匕_〜0)，我们有 
ilF - C ^ Cx ), HoaM )'] 

-\\ F ^ H(^m 
- flf ( c ^ O ) - G(^)(*»B 
^ <>» « — 0，1，2，-" 

因而 

HoqO ) — G ( o - t ) W . 

因为 r 6 /! 是任意的，这证明了 

叫 一 G (< r t ). Q 

引理17对任意5 〆 P X ( P )， 仅有唯一的 £ i ( p ) i 使得 

!戶< P > ” 一 o » 1，2, ■“ 

这就是6 — H(flX 
证明.由 

II W 祕))， 5 ,)_ 

— II ， fa)!l < P , 打一 0, 1, 2 ，…, 

可得 

?2 — G(o^OWfl)) •* W(flX □ 

引琿 2*8 H 满足 

( a ) f 5 H (0 x ) — 0, V yl 

(这里 0, 表示中的零向 S)J 

(b) 

<=今11 F 叹？ )|| < p ， a — 0，1，2, …； 

( c ) ?€ ^- W =4> 

贿)||<_| 

和 

|f •⑴ I </a-u! ， n- o, 1 ， 2,… 

证明 . 00对于5 6私0)，我们有 



u \\ ikMi 
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■■ ■ _■ » ■ ■ M ■ I M| 

闪为 DGW • 0,当 f 充分小时，上式右說可以彺 fi 小.这证明 
了 

5H(Q m ) — 0, Vx^ A. 

( b ) 这就是引理 2.7 的另一种表述. 

(0 对于 f _ (h,H(6))€ S^r//， 我们有 
_) 卜贿 ， "(_ 

— l|F(cr^O) ， G(o^i)W)|[ O"- Jt(Si)) 

- IP(^ 9 0(^)XfM)\) 

< IIP WO”)|| 

<i X max{ Icr 5 *!, |G(a e i)| } 

而 1 -I 与 I • II 等价，存在常数 o < a < ，使得 

t a m^ 

于是，对于 ^ rl ! y 我们有 

\f^o\<b\\f^oi\ 

< —r|5U »-i ， 2, … □ 

b 

下面，进一步讨论 H 的分析性质. 

引理 w 沿纤维是 cr 的， 

证明.由 H 的定义 

我们可以把 H 表示成一些映射的 复合： 

吖 p ) 

^(^(p)) X A 

1%F^Xp)) E“(p), 

其中 
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<Pi £，( p 卜 W ( P )) 

r 4 (E-(p)) x yi^H-(p) 

(a ， x)h-> <rix) m 

因为沿任意一条纤维少是线性的， G 是 C ' 的，〜对是线性的， 
所以 H 沿纤维是 C 的. □ 

但婊，如果不是局限在一条纤维上变化，则因为有界截面空间 
的计值映射 

a: r\E-(p)> X A — E“(f>) 

(0-, x )\—>( tCx ') 

作为两个自变元的映射甚至不-定是连续的.所以由上面的表达 
式尚不能看出 H 的连续性.我们将 H 的表示方式稍作改变，以看 
出其连续性来.为此目的，先从 V 的改造出发. 

引 SilO 任给 d A, 存在X的邻域 t； 及连续映射 
<?： £ 1 (p)n ? r- l (t/)->r(^(p)) 

£ h -> 3*. 

满足 

(d) — 

(0 \^\ — | g [. 

证明.取环绕*点的 P 的局部平凡化邻域 A 设 T 为相应 
的局部平凡化，于是 

e\v — ^cv x R”. 

又取 < 的邻域 u ， 满足 

VCZV , 

并取连续函数 A 4 — R ， 满足 

0 < 1, A , 

Ud{z ^ Aj ^ C *) 3=3 i } 

Csupp 


记 
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这甩 




f I ，如果 I — f ， 

6 tt — \ 

lo , 如果 i # 

于是七 ( y )， i « l , •••， 々，是 P 在 F 上的 一个标 架场.我们可 
以运用 Gram - SAmidt 正交化手续，从上述标架场出发，作出 P 的 
关于< ♦ , • >的王交规范标架场 

q(y) ， … ， q(y )， l 7 . 

对于可设 

* 

^ -i 

我们定义 

k 

y ( v ) « k ( y ) S k ( y )， 如果 

Ky/ i -1 

0, 如果 yiV m 

显然有 

( cJ ) ^ C ^ s ) "" I » 

(0 1 在” 一 UL 

容易苻出 

( l，i n ^ n ^ xu ) 户(£心)> 

满足引理的全部要求. □ 

引理 2*11 H 是连续的. 

证明.考虑表达式 

戶 （ a ) *= Focr^f~\ F(|) -= exp^i C ) 0 /°cxp,^4» 

即 

芦 0)0) — expj 1 °i° cicp/- 1 u><r( /" 1 (x)) 

我们可以把 f 视为定义于 nEM ) 上的 映射： 

<r J~► foa 。 广、 
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用类似于前面的讨论，吋以证明存在 C 映射 

5 ： /\抑)）->阶0>))， 

使得对任意 f p(E ( p )), 能够满足 

\P m (a l ,<r 2 )\ < p ， n « 0, 1 ， 2,… 

或者 

sup \F m ( L a l (x^) 9 qO))l ^ py ” ■ 0, 1 ， 2，… 

** A 

的唯一的是巧_ ^(^l). 

因为 

6( 扒 )(0)1 

- IF 乂的 ( 螇 ) ， S ( 辦 0(0)1 

名 p ，n — 0,1,2, *••， 

由引理2.7,我们得到 

H(«i) - 5( 於)(0, w eXpX 
我们 ffiH 表示为以下一些映射的复合 

E r ( P ) f ]^( U ) nE \ p )) X A 

r°(E-(p)) X /! 

—^ E -( p ). 

因为这时 

ep ： r°(£-(p)) X A ^ E m ( p ) 

(a, x) h-> 

巳是连续的了，所以 H 在5乂0)(1#_ 1 (1/)上连续 • 又因为这样的 
^ l ( U ) 覆差了 PO), 所以 H 在整个 EXp ) 上连续 .□ 

引理 M 2 设 X, Y 是拓扑空间 （CT 流形）， y 是连 

续映射 （C7 映射），则 

( idyHhX^^^HczX X y 

是一个嵌人 （C 嵌人). 

证明. 设泊 :x X Y — X 是到第一个因子的投影，则显然 
是⑼， tf) 的逆映射， □ 
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我们引人以下 记芍： 

/ ro ) = { 以 h'i m < p } ce '( p ), 

I EM - Killf! <p}CEi(p)» 

坎 - 队//乂//■: i ( P )>, 

Di -=> cxp ^ Di , 

将证 { D f x } x , 4 满足定理 2,2 的全部要求. 

对于; t €4, 存在 P 的环绕 x 的局部平凡化 邻域匕 设是 
相应的局部平凡化，则 

E f \V ^ cp^(V X R”. 

选取广在 V 上的正交规范标架场 

q ( y )，• • • ， 

如引理 2.1 U 的 证明中 所述，我们定义 

V X D^IE f (p) 


k 

(y ， “ ） ! 一 ^ p S “〆 ，(>*)， 


于进 


久 (《) — ext>y0(/^, H) 0 w(y，《)• 
a ： V -*Emb r (D^y M) 


d y 


是连续映射,它满足 

^(y)(£>^) = cxp y o(f J, H)oI Hy ( p ) — 

和 

沒 (y)(0) —• expyO — y y Vy € V m 

鉴于 

( Dexp^) 0 ® - td 

和 

CO(id y H)) 9 = (id y 0) — is 
(这里 UiE ^ E 表示自然放人），我们召到 

T r Z>i- (Dexp r ),( 0 (ii, H)UE：) 
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这证明了定理 2.2 的 （ i). 

^ DU 则 exp ；： l y 6/5!(Z 矽 rH ， 因而 
</Hy) ， /-GO) - |exp ： J U) /-Cy)| 

ra IjF ^ Cexp ^ y )! 

^ KX*\ exO 1 
— KX^d(x 9 y), n =■ l ， 2，••• 

这证明了定理 2-2 的 （h). 

引理 2*13 设§ = (&，// (仏 ））6 沒 rH， 则 

I旧卜 |m 邮儿 

证明 . 

IHaJI - \C(a^)W\ 

< \ G ( a ^)\ 

< kM - \^\. □ 

由于 I • 丨和 il • I 的等价性，一般地有 

15| V 5€ T A M m 

对于充分小的 f 我们有更加精细的估计* 

引理 2.14 任给0 < ” < 丄，存在 0< 5 < P ，使得对于 

2 

UW - !?,! <8, 

有 

(1 ISI <(i + ^)!lfll. 

证明. 由于 G (3) =- S ，（ DG >_ 0, 所以存在0<<5<〜 
使得当 aO ^( P ( P ))， W |<5 时有 

1^(^)I <vW\. 

II 5 II - U.l <5,则 
一 |G(cr^)(»5i)l 

< PO c i )| 

< vW tl \ ™ ^ I ? iI . 

这时 

(i -1,)15,! < + <(i + »/)|SiU 
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即 


o - v ) m \<\^\ < (1 十 □ 

引理 2，15 设 s — min {^5, 6'}, PU 对于 

f ^ U| < 8 , 

我 I ] 有 

(1 一 m + omi. 

iE 明.这时有 

llfll ^ ~ U l ■< ~ e ^ □ 

b b 

取0<〃<丄充分小，使得 
2 


0 < ^ — V 1 C I. 

1 — V 

对这样的取相应的6和 S 满足上面的引理 2.14 和引理 2.15 .将 
证户， e 满足定理 2.2 的 （ iii ) 和（ IV ), 

对于 at 6 /!和 

g€Difl{ 5 ^ T x M\\i\ <e}， 

我们有 

\\nm< m\ < -^― i 5 i < t 〜 

1 一 》r 

1^(01 <(1 +”)[陳）| 

^ 又 Ul ~ | < e. 

1 — ij 


如果” Dif ) B ( x 9 e ) 9 那么 

expjVv^DiDU ^ T r A/|||| < & }, 

于是 


d(/(y) ， /(y) ) u - expr ( i)/(y) j 

«= i f ( exp ^' y)t 
^ expr*y 1 

齡 " d(y^x) < e m 
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这已证明了定理 2.2 的 （ if;). 

用归纳法可进一步 ilE 明，对任童的 

y € DinB ( x , e ), 

我们有 


因而 


J ( 广 （ y)，/ fl W) < ^(y» x) < s 

(卩一 1，2,…）， 


m wi ( 欠 ， a 

反过来，如果 y 满足 

吖 / ff (y)WOO)<e, 

Inn d (^( y) y /*( x )) _ 0， 

m -必 

那么 

|F*(exp7 1 y)| — d (/ *(y) ， /"CO) < e < p 

(« — 0, 1，2,…）， 

因而 

expry^Pini^f T k M[\^\ < e } 9 
y € DiOB ^, s ). 

这样，我们证明了定理 2.2 之 Ov )： 

Z>inBO, *0- W( ； r ， /) ， A m 
至此，我们完全证明了定理 2.2. □ 

推论对于 d 我们有 

W ； (x, /) - {y^M\dO m iy), f W) < e, n ^ 0, 夏， 2, ••■}• 

证明.显然有 

w ： (t, Dd{y€M[da n W>f m M) < e, - 0, 1 ， 2, … }• 
另一方面，设 

d ( r ( y )， i n (^) ) < s < p ，n ^ 0 9 1 * 2 > • - • 

则 

| F •(叫 >•，) 卜 Uxp ：^^( y )| 

-^(/•(y) ， 尸 00)<s<p ， 
n 一 I )， 1,2,*** 
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于是 


txp^y^Difn^ r 4 A/|U| < s} $ 

O4 0B(^, e)- W' 心 ， /)• □ 

我们注意到以下琪实 •_ 

wr (^*0- wK ^, rO > 

W*0,/)-w 《 r» 疒 *)• 

于是，上面得到的关于稳定流形的全部结果，只要在陈述上作少许 
改变，即可适用于不稳定流形的情形.例如，相应于定理 2.2 和推 
论246,我们有 

定理 2.17 (不楢 定流形定理）设 W 是光潸 Ri ^ aa 流形， 
是紧致集，/ € DifP ( Af)(r > 1) 以 A 为其双曲不变集, 
T 4 a /- 是由/在/! t 的双曲性条件给出的 Whimcy 和分 

解,则存在 CT 嵌人圆盘的连续族和常数 / C >0, 0< 1< 
I , e > 0> 满足 
0) T t O ；- El , A ; 

(«) 对任意 

rf(r-Cy), r-W) < KX^d(y, x} 9 

n 1 > 2» • • * 

( 因而 05CW«(r,f)) ; 

(i «) 对任意 M 

^Cr i Cy),r i WX^(y^); 

( iv ) - wfO , O 

(因而， /) 娃 < r 嵌人子流形). 

推论 2.18 对于 A 我们有 

w：(^,/)- {y€ M|rf(r-Cy),r-W)<e,«- 0,1,2, … 

§3 稳定流形与不稳定流形的横截相交 


我 n 沿用上一冇中的>3号.因为 

T m O ： - E ： , T M Di - Hi> 
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所以 wro , /) 与在 x 点横截相交.本节的主要目的是 
指出： 对于适当小的 s >0»当 A 彼此充分接近时 ^ wXy ， 
/) 与 w : o , /) 也有难一横截交点. 

引理 3.1 设 i ， y，W 是 C 微分流形 os 1), 

dim/ + dim/ _ dimM, 

又设 S 是距离空间，而 

{U … crC ， <7 ， Af) 

和 

{jA^b^CXJ, M) 

是 c 嵌入的连续族.如果 <(/) 与有一个横截相交点 

_ ^ Oo ) ― hXh )» 

那么当》充分接近^充分接近 A 的时候， U 7) 与 i fl ( J ) 有唯 
—充分接近;的横截相交点 

x aB = 邱 ） ■ 

并且这交点连续依赖于 a 和义 

证明.这论断本质上是局部的.通过取局部坐标可以假定 

I — O^czR*, 3 白 以 cRS 

M -* D m dR M , i 


考虑映射 

HI x ； — R m 



0 , 01 ~— 

UO \ 

我们看到 

^ — 0, 


并且 

Dp ^ 09 * ^ o ) — LD /^ Cxo ), - 



是可逆的.根据含参变元的逆映射定理（第六章,定理 9.7), 存在 
«0的开邻域4。， ft 的开邻域化，％的开邻域心6的开邻域 T 和 
0 € IT 的开邻域V，使得对于 B 0 # 

O) Pajr 在 V « s X T 上是单一的； 

(b) / > a /l^)3F; 
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(O D / 3 时在 W 上可逆. 

于是，对于 S 。， 存在唯一的 

s. ， es, r, 

使得 

匕 js ( Q ， Q ) — LOw ) — i < r (^) — 0. 

由于 （ c )，/«(/) 与 i fi ( J ) 在它们的相交点 

f a (s a9 ) — ieOa^) 

是横截相交的.至于这交点对参变元 A /?的连续依赖性，也由第 
六章定理 9.7 可以得到. □ 

定理设 W 是一个光滑的 Rictnann 流形， ACA / 是紧致 
來， Diff ^ A /) 以/!为其双曲不变集.则存在充分小的正数 e 
和 0<5< S ，使得对于 d ( y , z )< d f 呵以断定 wr ( y , 
/) 与 W :0，/) 有唯一横截相交点 【 y , 并且这交点[ V ， W 连 

续地依赖于 y 和^ 

证明.报据定理 2.2 和定理 2. 17,对任意的 r 6 A , 存在 X 的 
邻域 U 00和 (7 嵌入圆盘的连续族 
e u v ： D l -* M, 

d ；( D ')- D ；, d ：.(0)^ y 9 Vy € U ( x ) 9 
和 

0 y (DO- Oi ， 0i(O)- y, Vy€ t/CO. 

我们知逍，不稳定圆盘 D ? 与稳定圆盘 Di 有唯一横截相交点: r , 因 
而存在 

0< 乙和 OCSCG ， 

使得当 

y , z t Ay d { y y x ) < g ,, 并且 d { z y x ) < e x 
的时候， z >? 与 z ；4 在 B ( r , f .) 中有唯一相交点 [> s 幻.这交点连 
续依赖于 y 和~并且0；：与在这交点上是彼此横截的. 

考虑/!的幵覆蕋 { B ( r ，〜)}, <4 •设 S > 0是这覆签的 Lcbcsquc 
议, 由 ly ， d 对^和*的连续依赖性，对任窓存在 o < 
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s/2, 使得当 

y，d A,d(y 9 x) < rj M 并且 d(z 7 x) < tf x 的时候 

d([y y z] y x) < 6/2. 

再考虑 4 的开覆盖设 3>0 是这覆盖的 Lcbcsque 
数，记 

8 喊 min{” ， e}. 

于是，当 

y y x^ A y d(y y z) <. d 

的时候，存在 A 使得 

rf(y> < vk 9 J (茗， x) < >!，• 

这时有 

d([y t x) < s/2, 

^([y» «}» y) < e/2 + < e ， 

J([y ， zl ， 2 ) < "2 +1 < s. 

因而 p _ [y ， d 是 w._(y, /) 与 w(0, f) 的横截相交点 • 

另 一方面 ，如果 rf(y ,^)<5( <6), 7 是 wro, /) 与 w;o» 
f) 的相交点，那么显然有 

d ( y ， z ) < e ^ 
d(qy y ) < e , 

K^y < s . 

因而存在 A， 使得 

y， 怎， B( jt , s,)CB(r，f,). 

由 Z>S 与 Di 在 B(x,^) 中的交点的难一性，我 fl 有 

分 —[y> 

这就证明了 〖y, 幻是 w;*(y ，/) 与 w:0, /) 的唯一横截相交 
点. □ 

推论 3.3 上面定理中给出的$是的一个可扩常数* 
证明.留给读者作为练习. □ 
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第 + 七章公理 A 系统 

§1 公理 A 

在微分动力系统的结构稳定性与 D 稳定性的研究中 ， Smale 
提出了一个重要的基本条件——公理 A . 与此相关联，他提出了被 
称为“稳定性猜测”的两个著名猜测： 

公理 A 十强横截条件 O 结构稳定性； 

公理 A 十无环条件令今0稳定性. 

两猜测的充分性部分随后为 Smale 本人及其他学者所证明.必要 
性部分的证明却显得十分困难，长期未能解决.近年来，我国廖山 
涛教授在关于稳定性猜测的研究中取得重大进展.（参看 [23].) 
下面几章的主要任务之一是证明如下的^稳定性 定理： 

公理 A 十无环条件稳定性. 

在这一章里，我们先来介绍公理 A 系统的 O 集的基本集分解(即所 
谓“谱分解”). 

定义 L 1 (公理 A ) 设 A / 是一个紧致的光滑的 Riemami 流 
涉及 f 的以下条件被称为“公理 A ' 

(AJ 0(0 具有双曲结构 J 

(A,) 即周期点在非游荡集中稠密， 

§2局部乘积结构 

设 W 是光滑 Ricmaan 流形， AdM 是紧致集， /€ Diff (Af ) 以 
A 为其双曲不变集.在第十六章 S 3 中，我们证 明了： 只要 y , 
M i ( y ，0<〜 就可以断定 W ?( y ,/) 与 wUq 0具有唯 
一的横截相交点 [ y , 幻.问题 在于： 在怎样的条件下能有 [ y , 2 】 



定义 24( 局部乘积结构）如果存在 a >0, 使得当 
rf(y, 匀 <5 的时候，必有 

ly ， 芯】6八， 

则称/在/1上具有局部乘枳结构. 

例 2.2 紧致光滑 Ricmann 流形从上的 Ancov 微分同胚/ 
在 M 上具有局部乘积结构. 

本节的主要目的是证明：紧致的光滑的 Ricmami 流形 M 上的 
公理 A 微分同胚 f 在其非游荡集 0(/) 上具有局部乘积结构.为 
此，先要作一些技术性的准备.其中关键的沙骤类似于的 
引理•（參看 [24]). 

以下常以 E ， 心和& 表示有限维的 Banach 空间， 以卜 [表 

示这些空间中的范数.对于乘积空间 

E ^ E k X E 29 

常采用以下的范数： 

IkB — max{lx,l ， \x 2 \) 9 
Vr => , x 7 ) t E , X E 2 = E m 

我们记 

£*( P ) — {rf 

^t(p) — Bt) \x t \ < (>) 9 

丘 2(/0— £ 2 | l ^ j ' 

显然有 

E(P) — ^«(p) X E a (，). 

引理 2»3 设 E _ & X & 如上面所述， ACE 是 cr 子流形 
> 1)， dim / -* dimE 29 如果 J 与 — Ei X {0}<=~► E ) 横截 
相交于 P , 那么 / 在 P 点邻近可以表 示为： 

igy 以) 。0)， 

这里 G 民 ( p ) — 艮是(7映射. 

证明.以々•• X 心表示投釤，因为 J 在夕点 

与 A 横截相交并且 dkn / — dimE ,, 所以 hU 在 P 点邻近是局部 
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微分同胚，设其局部逆映射为 

G (g, 為）： E 2 (p) -* /C£j X E lf 

Wl 

= h id ： E 心） — £j(p)> 

这证明了 

o ( g 9 id) m n 

引理 2.4 设是开集， ( KP ，£) 是到象集的 
微分同呸，它以 0 为其双曲不动点，则存在 E 的子空间& 和匕 ， E 
的开子集 U C ： F 和 CT 局部坐标 

<tf ： U E t (p) X Ei(p), 

使得 

的局部稳定流形与局部不稳定流形分别为 

艮 ( P ) 与 E,0) (^E) m 

证明.设£，和艮分别是 0/(0) 的稳定子空间和不稳定子 
空间，由稳定与不稳定流形定理，存在 CT 映射 

小 2: £l(〆 ） — £ 乂 〆 ） 

和 


必|: &( 〆 ）— &( 〆 )* 

使得 （《. 0 2 ) £,( 〆 ）和(也, id ) EXp ) 分别是 f 在0点的局部稳 
定流形与局部不稳定流形，记 

x 2 ) ^ ( x t — X 2 — 


因为 

所以 


O0t(O) "■ 0, Z>0,(O) ■— 0 9 


0^(0, 0) 


U 

一⑽ （ o ) 


邮(0) 


因而4是一个局部微分同胚 

U — E t ( P ) X E . ip^EXpl x E 2 ( p) m 
屮把/在0点的局部稳定流形 WU 0, /) 和局部不稳定流形 
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WL(O t /) 分别变为 

必 (wiuo’/h — ^o) X {o} 

和 

^(WTocCO,/)- {0} X EM . 

这正 是？— 小 K 的局部稳定流形和局部不稳定流形. □ 
引理 iS 设 W 是 O 流形 （r>l),PCM 是一个幵集 
而 C 乂 P，M) 是到象集的 C7 微分同胚，它以《为其双曲不动点. 
则存在〃点的邻域 P 和 CT 局部坐标 

小 I V E t X E i9 

使得/局部地表示为 

? — ^ 0 / 0 ^^ 1 : ^ i ( p ) x E 2 ( p ) - ► X E 29 

K x i * —• «无1 十 x 2 ) 9 十 ( Pi ( x t ,々）)• 

这里 

A % €L(E l9 EJ, A 2 ^h(E 2 t E 2 ) 

满足 

M.l < 1 多 \A^\ <r< 1. 

而 yn Si(p) x £j(p) — Ei ， i 一 1 * 2，满足 

< Pi (0, x 3 ) 0, E 2 (p ) 9 

<Pi(xi 9 0 )^ 0 , Vx t ^ E t (p)t 
Lip(<Pi) < »> Lip(qp a ) < S. 

证明.先取 《 点邻近的局部坐标，转化为£中0点邻近的局 
部情形，然后采用引理2. 4 中的坐标变换，把局部稳定流形与局部 
不稳定流形分别变为艮(〆)和 E,(〆 乂最后，适当地缩小范围，使 
得条件 

Lip(q3i) < # 9 Irip((p 2 ) < 8 

得到满足. □ 

引琿 2.6 设映射 

f : E 心 ） X E 3 ( p ) Ei X E 29 

/( 方 . ， A) — <Pi(x l9 r 2 ) ， A^x 2 4 - ipsO" x ,))， 

满足 


* 272 • 



A ^ UE ^ E ? ) f 
t^l <r < 1, MJM <r < l f 
7、(0， A ) — 0， Var ^ H .( p) v 
<Pi(x % , 0 ) — 0 9 EXp)y 

Lip (< pi ) C e , Lip (^) < 

这 ffl 

0 < £ < min |l 一 r , - ~ — 

又设 / Cii ( p ) - E t (p) X E ,( p ) 是 E ( p ) 中的 7 子流形， d \ m /=- 
dimE ,， 并且 J 与£心)（篇 E ,( p ) X {0} c «> E ( P )) 横截相交于 f . 
则存在自然数〃和正实数 & 使得 

L - r ( mr \ E ( p ))) 

在心 一 ro ) 邻近衷示为 

这里 t ^是 cr 映射，满足 

\(Dg\\ < 1 W B 2 (t,X 

证明 ■ 由引理 2.3, /*-/*(/ lWE ( p ))) 在 ？*_/*( /0邻 
近可表示为 

(g k 9 id)E 2 ( v ^ (卜0, 1,2,…). 

只须证明当”充分大时 

因为这时对充分小的 o<n < n « 就有 

\( Og 9 \J <1 ， VW E 2 ( n \ 

对于 

(Cl? ，玆卜 ((^)oES ， l° 2 ) ( TV ， 

记 

(^—1,2, …). 

因为 
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所以 


因而 


这里 




A , 


ggi 

ar , 


0 


ax a 

d<pi 

^ + a ；^ 


4 


(々一0, 1,2, •••）， 


邮 + ( 訖 ) 广⑶产 

zr "- + (| f ) 玷. 


Uii w l(^» )^1 

/ m n i i 


^ iu，i I 

<sup ((^6)1511+ 6 | £5 I 


砹 V* 


< 


s 


r - 1 


r 


sup ★ 


s ) U 5 l 


« <: u 料 


ULIl 


s 


a 


6 


< 一 Aa + — * 
b b 


b 


6 > 1 


由归纳法可以得到 


、♦。十 


S 


但8 < r - 1 — s — 


% L ^1 

一 1, 所以当々充分大时就有 


足 * 一 \(Og^) Q \ 


8 


b ，— 1 


<i. 


□ 
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引理 2 . 7 关于/的假设同上.如果/在邻近可以 
表示为 


{gy ^)^ 2 ( n )* 

这里 K 匕 (〃）— £\是(7映射，满足 

1^1 <1. 

那么夂一 /(/ nr ( E ( p ))) 在八- kp > 邻近可以表示为 

^ id ) E 2 ( n ) t 

这 Ss , : 4(0 — 垃 c 映射，满足 


咖一岩 <u 


证明 • 设 r■ ( a ， :2) = (犮(幻)，： 1) 和 y C>i»yj) (Kyi)? 
y ») 是 / nr ( K ( P )) 中的任意两点.记 

x' — (x\ > x\) — l(x l9 x 2 ) — /(*)» 

，’ _ (〆• ， y:) — f(y l9 y t ) — /(y). 

则有 

I，: _ 才 ;1 jrJ 4 - s||y — x| 

< (it + e)\\y — ar|| f 
\y\ — x\\ > r^ l \y 7 — 4f 2 | — elfy — x\\ 

= (【■•— e)l|y — x \\ 9 

I yl — W [ < r + s I/2 x \\ 

r -1 — 6 


^ ^\ y \ — ^1. 

由此看出 — g«) 满足 

1^11 < a < 1, 

尚须证明於可以定义于 E ^ n ) 之上，为此，只须指出 

W) 五 2 (”)：D£a(”). 

这是因为 


=» 


这里 


也 = 犮， td). 
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4 h 齡 

由下面的引理，我们将 看到： 

- s ) n ) D 五 2 (0. 

引理么8设 （ f , 丨 • |)是 Banach 空间， A ^ L ( F 9 F ) 是可 
逆线性映射， \ A - l \ < r , 又设少 € C °( F 0 j ), F ) 满足 
</»(0) 0, — /4) e <C r _1 ， 

则 

cKF (7 j ))： DF (( r - 1 — e )”). 

证明.记屮 =0 — 则 Lip(^)<e < r - 1 . 对于 

F (( r - 1 - ㈤ ， 

我们有 

\ A ^ y \ < r ( i ■- 1 _ s)»i — (1 — re )^. 

置 

<^{ x ) •- — A ^ l ( p { x ) -h A ~ l y y 

显然 

Lip 少函 Llp(A- 1 cp) <tb<1 9 

并且对于 FG ) 有 

1 少 0)1 < I 少 00 _0>(0)| 十 |< P (0)| 

< Lip (0 >)Ul + \ A - l y \ 

< ter } + (1 — rs )” 一 ”• 

我们看到：少是从尸0?)到 FG ) 的压缩映射，因而存在 FO )* 
使得 

x = **= 一 z/ _ X；0 + A^y $ 

即 

0( x ) ^ Ax - cp { x ) — y # 

这证明了 

cKF( n )) ： 3F((r- 1 — e)7j). □ 

引理 2*9 设 M 是 C ， 流形 （r > 1), feDiffXM ) 以这 €从为 
其双曲不动点，/ , / CTM 是 M 的 (7 子流形， dim / - chmW ^>, /), 
dim ； - d \ mW f ( a 9 f ) 9 /与 W ，（ a , /) 横截相交于 与 W «<>， f ) 
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横截泪 交于义 在此条件下，存在充分大的自然数〜使得产/与 
j 横敍相交于任啻接近于 j 的点，并 a 广 v 与 r 横截相交于任意 
接近于 p 的点. 

证明.必要时分别以广 o ) 和 r L ^ i ) 代替^ 和心 并且以 
i K i t 环绕 roo 的充分小的圆盘代锌/，以 rv 上环绕/〃0?)的 
充分小的圆盘代替/,可设 


V % /,/ CF . 

这里 P 是由引理 2.5 对于^和/ I 确定的 0 的邻域.这样，我们把 
引理的证明转化为 

E ( P ) — E t ( p ) X Ei ( p ) 

中的局部问题.又由引理16,不失一股性可设/和 J 分别表示为 

( g.idOO m 0 d 9 h ) E t (7 lX 

这里 i ? 和 A 满足 

< U e 2 (”)， 

10^)1 <! , n EXn ). 

记 


P K - / Hp ) * 

々 ， i — 1 ，2, ••• 

当々， 2 充分大时，我们有 

•/%lf — J”0)ll < ^ — (1 — ah ， 
hA\ ― nr ; c^) , i < 5 — (i — ^)ij f 

这里 M 如引理 2.7 中所述 . 在&邻近的部分可以表示为 

( A , id ) E 2 { n ) y 

而疒 V 在& 邻近的部分可以表示为 

{ id , h ) E t OO . 

因为 

Ia(o)I — “/VI < 5 一 （1 — 〆 )>»， 
p < I ， 


所以 


\ g ^ x 2 )\ < |心） 一 A (0 )l 十 \ g k (0)\ 
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这说明 


< 柯 + (1 — ft)Ti n 


“( 五 2 ( 巧 

( 茇々， t d)E 2 {y\)ClE{ri) % 

同样可证 

A l ( E 1 ( T ? )) c ： E i ( n ), 

考虑方程组 


r^i ■" g ^) t 
1^2°- A /(^ l )* 


(^i* x 2 )€ £i(>j) x Ezin) ■■ ^(n). 


把第二个方程代入第一个，得到 


因为 


■笈々 h t {x L ) 9 x x ^ ExC^i). 


Lip( 《々 • A,) <Lip g k - Lip A| 

< 〆 < 1, 

所以有唯一的 Cx i9 x 2 )€ E t { n ) X AOl)- EOj)， 使得 

f 4 qO 山 

Uj m ^( r,X 

这就是说与广 7 相交，又因为 

\O gjt \ </x< 1, \Dh t \ <^<1, 

所以尸 / 与广 7 在交点处是横截的，如果记《_々 + /，那么 

f n t — f 叫与 J 

必定横截相交 

因为可以用 J 上充分邻近 g 的小圆盘代替/，我们看到 ，当” 
充分大时，/”/与 J 的交点可以任惫接近于1 □ 

推论 ilO 设 /€ D 〖 fP ( M ) 以“ 为其双曲不动点 ， /CM 
是 CT 子流形, dun / _ /)， J 与 W “( a , /) 横截相交于 

f / CTM 是开集， 
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则 t / 在 / 的充分多次同向迭代之后将与 y 有任意邻近于 g 的相交 

点， 

对偶地，如果把“稳定流形”换成“不稳定流形”.把“不稳定流 
形”换成“稳定流形'把“正向迭代”换成‘‘负向迭代”所得到的论断 
仍然成立. 

证明.取 t / nw ' o ，/), 并取过$点与 w '( a ,/) 横截相 
交的々维圆盘 / cu , 这里 /), 然后应用引理 2.9 
即得. □ 

弓1理 2.11( 雾状引理）设是的双曲周 
期点， W “(, r ，/) 与 W ' O , /) 横截相交于3点， W “( y ， /) 与 W ' O , 
/) 磺截相交于 P 点，则 P 和7都是 f 的非游荡点. 

证明.因为 \ V “（； r , f ) cW “0, /•), W '( y , 

f ) CW ‘( y , r ), • • • ，必要时以尸代替 /, 可以认为 X 和 y 都是/的 
不动点. 

设 U 是 P 点的任 E 小的开鉛域，由推论2.!0,存在自然数心 

使得 

/^ nw ^( y f 0 ^ 0 . 

冏样由推论 2.10, 对于开集 H 又存在自然数/ ,使得 /乂/^7) 与 
W 乂; r ，/) 在 P 点的任意邻近 相义： 

i t a h u)r\uf\^ i (x 9 n^0^ 

于是 

i^unu ^ 0, □ 

定理 2.12 设 M 是一个紧致光滑 Rimiarm 流形， KDJP ( W ) 
满足公理 A ， 则/的非游荡集 0(/) 具肓局部乘积结构. 

证明.由第十六章定理3,2,只要 x . y ^ QQ ) 满足 JO , y )< 
S 9 就可以 断定: 

与 Wi ( y ,/) 

横截相交于唯一的一点 U , y ]^ A /, 并且 U , y ] 连续依赖于 x 和 
/• 

如果是周期点，刚才的引理 111 已经指出？ 一 U , y ] 和 
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P ^[ y , 幻都是 / 的非游荡点，对于一般情形，因为周期点在 £?(/) 
中稠密，可取周期点，和/分别充分逼近X和 y ，于是 U’，/U 
o(0 可以任息逼近 U,y】， 又因为 0(/) 是闭集,所以应有 
錢口 


习 a 

2.1 设 t (/_ G ，1* ••、々； 逄 MDW ( M ) 的双 

曲周期点， W «( a ，/) 与 W 乂; r , +i ,/) 横截相交于 «()• I , •••, 

k 一 1 )， 试证明 o(oo ■ 0,1 ,…，々一 a 


§3谱分解 


定义 34( 拓扑传递）设 X 是拓扑空间 X^X 是同胚, 
它定义了 X 上的一个动力系统 . F (或 F 所决定的动力系统)称为 
是拓扑传递的，如果它有一条轨遒在 X 中稠密. 

命题 3.2 设 X 是紧致度置空间， F : X — X 进同胚，要使 F 
是拓扑传递的，必须而且 只须： 对 X 的任息两个非空幵粜 U 和 
存在整数〃使得 

ruov ^ 0. 

证明.兮 f 学•设 { F ^( a )\^ Z } 是一条稠密轨道，则存在 
整数 P 和分分 得 

IT 和 F \ a )€ V , 

于是 

F^(F f (a)) - F\a )(： F^UdV. 

充分性 • X 是第二可数的，设 

• 蠡 # 

U l 9 U 29 … ， L， … 

是其拓扑的一个可数基，由条件，对任意》€ N 

u F m U - 

mi 2 

是一个稠密开集.由于 X 是一个 Bair ^ 空间，染合 
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n u 

»« M /rt t Z 

也在 X 中稠密.而对于任意 

“ n u 尸 ，，"“ 

n(Vi Z 


轨道 

{F … )1 {^Z} 

& X 中稠密. O 

注记 3*3 在上而命 M 的证明中，我们只用到X的第二可数性 
质和 bac 性质. ra 此，把“紧致度 m 空间”的条件换成“第二可数 
的 Bairc 空 ffi]' 冏阼 的结论仍然成立. 例如： X可以是第二可数 
的局部紧 U ^ Aotii 空 |U], 也可以是第二可数的完备度量空间. 

下面，我们讨论本节的中心问题：必理 A 微分同胚/的非游 
荡壤公_0(/)的谱分解.我 n 将 证明： 0。了以分解为存限个互 
不相交的闭不变屯之并 

而限制在每一不变染 a 上， / iA 是拓扑传违的. 

先作一些必要的准浒. 

设 M 是紧致光滑 Riemann 流形， Diff ( M ) 满足公理 A . 
对于 M Pcr (/), ffi WO ) - W 叭/>， /)• 

…= w 、 o ) nu , 

X p — W Pm 

又，对亍5(=0,我们定义 

B r .(5) - { y € 川 J ( y , S )< 仏 

昆然有 

引理 3.4 设是公理 A 微分同胚 f 的非游荡巣.由 
第十六章定理3.2,对于双曲不变染 O 可以确定一个正数之我们 
断定： 对于0<71<5有 
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证明. 

记 

则 


对于 m B,(x P )rip e K /)， 存在 w Pt 使得 

d (:，< 5 J < 6、 

y - u ， 4 


w 乂川） nocw“o)no_ w 9f 

y€ W'OO. 

设 r 的周期为 /, 则 

^ — lim f ^ y ^ W P — Xp . 

处 - •+«> 

我们证明了 

B,(X P )nPcr(/)C^^ 

对于 任窻的 mx p ) c ： d , 可以 用一列 周期点 B/xdn 
PaG)cx P 去通近它，于是 

z —« ] iTnx n c Xf > 4 

这证明了 

B ,( X ,) CX r . □ 

引理 3.S 设 P，#Pa(/), WriA ^#0， 贝 j X P - X q . 
证明.取 0< q < 欠因为 

B,Oi%)m-x P n 〜乒 0 ， 

存在 d W 〃， yd ， 使得于是 

r € B r ( X ff ) — X q , 

设 P 和 7 的周期分别为 / 和 m . 因为 

k w-( P )n 心， 

而；^是 r 的闭不变染，所以 

P — iim r klm x <： 

对任 jft 的 W P , 我们有 

lim r klm z —浐 e x《. 

今， + 讀 

因而当々充分大时有 
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由此得这证明了 w ^ ax q . 因而 

Xp = W pdXq m 

同样可证 

x ^ x ,. n 

定理 3,6( 谱分解）设 M 是紧致微分 淹形， / eDifP ( M ) 满足 
公理 A , P w QU ) 是其非游荡餐则 D 分解为两两不相交的闭不 
变集之并 

AU ^ U --- Uft , 

而/限制在每一个 A 之上是拓扑传递的. 

证明.如上所述，对于 Per (/), X P =^ B 7 j ( X P ) 是 i 3 中的 
开巣.因为0是紧致的，并且 

叱 U ^( P ) 

C U B ,( Xp )- \J X P 

所以存在有限个周期点 A , ••_，使得 

Q - X Pt UX Pj U -- U ^ # 

可设这些 X fl (j « 1 ，2, • • •， D 两两不相交. 

又因为 

/^ p , -〜,， 

叫 一 X /f ,, 

所以/在上产生一个罝換.这贾换分解成 
为一些彼此浊立的轮换的乘积.每一轮换中所涉及的合并在 
—起作成一个兑，这样就把 P 分解成为两两不相交的闭子集朵 (i 
*=1，2, ‘ • •， 0之并集 

0 一 岛 U 岛 u “* u 兑. 

为了证明 d A 是拓扑传递的，我们来证明以下 论断： 

M fx f - U 和 y 是 Xp 中任意两个非空开集，那么存 

在整数使得 


t n! ur\y ^ 0 # 
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事实上， t/HXr 中含有周期点1于是 

X.J w 

^ n x. t *= rnAv ==, v 7^ 0 , 

闪而存在 


设4的周期为《，贝 ’J 

lim I ^ /n x ^ c/G U m 

鋒 

于矩，吋亍充分大的々就有 

r ktm x e u t 

这时 

f^^uny. □ 

定义 3.7( 基本集）定搜 3.6 中所给出的闭不变集 

仏，込，‘，•，兑， 

称为是的基本诋.因而18分解又称为荻本槊分解 4 

基本集对于/是不变的.广 1 的庙本集分解与/的基本银分 
解完全一样 


习 顆 

31试证明基本集分解的唯一性. 
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第 + 八章无环条件，滤子与 C 稳定性定理 

§ 1无环条件 

设 M 是紧致光滑 Ricmann 流形， M DifP(M) 满足公理 A- 于 
是 0 = 分解为某 本集： 

我们定义 

W(i2 f )- {xe M ilim 吖尸0)，兑 ）= 0}, 

I *-+• 

{r€ Hm y Q t ) 0}; 

并 a 在各 a 之间定义如下所述的-祌关系“卜 '• 

Q t >Q,<=^ (W “ (认)\込 ）fl ( w 乂从）\兑 0. 

如果存在两两不相同的 M • • • ,〖心> I),使得 

我们魷说基本集---，^；形成一个环.如果在 O _ 0(/) 的 

基本集中不存在任何环,我们就说/满足无环条件. 

» • • « 

仅仅公理 A 尚不足以保证 D 稳定性.这可以通过爆炸&的 
例子来加以说明.所谓 爆炸％是指一个系统的^集，经过 C* 
小扰动之后，新增加了很多很多的芽游 荡点. 下面，我们就来给出 
这样的例子. 

考虑非游荡 m 由两个源点，两个脒点和两个鞍点组成的一个 
二维 系统八 其动力性态如图所示. 

我们给这系统一个小扰动，使得扰动后的系统从。出发的不 
稳定流形与 c 的稳定流形横截相交于 a 点，从 c； 出发的不稳定 
流形与 G 的稳定流形横截相交于/X点，如图 w-i _ 2 所示.不稳 
定流形与稳定流形的璜戠交点 仏和 江在^达代作用下的轨道上 


• 285 * 





m 18-1-2 


的各点 

/ 办 ( hZ ), 和 HD\{K Z ) 

仍然是横截交点.根据雾状引理，所有这些横截交点都是非游荡 
点. 因而扰动后的非游荡点槊是无穷衆.通过小扰动，从 
有限非游荡染的系统/得到了无穷非游荡粢的系统 A . 这就 是说: 
发生了 爆炸' 

考虑上面例子中发生煤炸”的原因，我们召到关键在于出 
现了某种形式的环 
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由此看來，谱分解中的基本集满足无环条件对于 on 定性是+分 
重要的.实际上， PAs 证 明了： 如果公理 A 微分同胚 f 是 .0 稳定 
的，那么它的基本集必定满足无环条件（鳥？ a 25〗).在本章中，我 
们将证明 

公理 A +无环条件^稳定性. 

§2滤 子 

滤子是研究动力系统的一种技术性的工具.满足无环条件的 
某本集，可以与一定的滤子结构相关联(参看下节).从而，我们可 
以利用滤子作为工具研究 D 稳定性问题（见 H ). 本节先来介绍 
滤子的定义和简单性质. 

定义 2.1( 滤子）设 Af 是紧致流形， K H omco (M ), 所谓况 
关于/的一个滤子是一列紧致集 

0 _ MadMyCl * • / —• M , 

满足 

JCintiVX^ - 1, 2, ••，，/ 一 1 乂 
对于滤子我们记 

n( r 

1 

显然 

… O- u - ^ o. 

因而两两不相交. 

引理 22 对于滤子 

4> ^ M 0 cz 3/ ,CT * • • C ： 3/ / « M 9 

我们有 

2 
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- n rot.n 一）， 

因而以 0 i , - 是紧致染，并 氐存在 Kit ^ r ) 的紧 

致邻域 

: DK，K 

满足 

fl nL_Ku^n. 

> 1 # r 

证明.由 

可得 


又由 

可得 


C n /"(. VVnt . V ^ O . 

n “ 

Pi l n (M\nxM a •)- H r(^Wo-t). 

/(« rt ) Cinutf w C ： S/ af 

n r +l C3/.)C n ^C*n ： V # ) 

n 氣 i ， < / 


e n /"(],,)， 

"* z 


于是 


n /-( int . VJ - n r(^J. 

*it ”4 t 
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n 

M t Z 

«(f! rou))n (fi … fwu) 

-(n (n j 

，门 mvtf -,); 

n < K 

fi i Z 

-(fi /-(tntivjjn (n r(. ， AU) 

-(fl mo)n ( f ) r ( A / u ) 

一 n i m ( M 9 \ M ^). □ 

z 

引理 2.3 设 M ,^00 表示 P 点的邻域系.关于 P 作为 
t 的游踢点的特征，我们有以下互相等价的 陈述： 

( a ) V ^^ Z \{0} 

/^ nt / — 0 ； 

( b ) 3 Ue Vfi € N , 

runu - 0； 

(c) BV f KP), 彐 N ， Vn > /V 

/•" nt /- 0; 

(d) 3f；t w(p), 3iVeN, V”>iV ， 

r m unu - 0. 

证明，“0)=^>卜)”以及“0：)々冷（(0”都 
是显然的.以下我彳门证明 “( C ) =♦>(!>)' 

设 

i m unu — ^ t v» > *v, 
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则 P 不是周期点，因而 


两两不相同，存在它们的不相交的邻域 

V 99 V lf 


记 


w^un f ] "( 〆 ,)• 

i 


则显然 

fWdV^fwrwvczV^V^ ^ 

…， A /); 

产妒 cz 产 lt , 产妒 nwc ： 产 t / n "™ 0 

(卜 iv + 1, A /+ 2, …） _ 

因而 

f u w n ^ =- 0, v« e n # □ 

命® 14 给定 3/ 关于 f 的一个滤子 

0 — Mod AfjtCI • • ^ M 9 

我们有 

( i ) 如果 K 并且存在 々 d 使得 " 那 

么 dfl ( f ); 

( ii ) 如果 M rt 并且存在 m € n ，使得 r m y €』 m ，那么 

yi 咖； 

( iii ) /的非游荡集 o — 以 D 分解为两两不相交的集合之 
并： 

/ 

“ L ) 久， 

« • 1 


这里 


Q 9 = Qf ]{ M a \ M ^) 


是 f 的不变集，因而 
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由此可知各都是紧致 m . 

证明.（ I )因为 M M \ M ^ t 9 产 +1 :€ 。•“ 所以 

存在 t / e ^ rOO , 使得 

Uc ： M\M^ l9 ^ l UdmtM a ^ 

当 《 > 々 + 1 时就有 

ru 顯 

这时 

f-UC\U ^ 0 . 

这证明了 的游荡点. 

( n ) 我们穹 

z^r m y^ m\m ^ 9 

，- ye 

于是，由 （ i ) 可知 2^0(/). 因而 y ^ G (0. 

( iii ) 如果 

k A-on(.m), 

那么由 （0, GO 和 o 关于 / 的不变性可知 

r^€ vmt 4 

这证明了 

on ( M a \ M ^) 

是 / 的不变槊，因而 

命题 2*5 iK 

0 ― MaCZM^CZ ' - ^C ： M t — M 
是 A / 关于 / 的一个滤子. 

0) 如果冏胚贫在<：°息义下充分接近于/,那么也是关 
于友的一个滤子； 

( ii > 如采匕 噔开粜， K {(^)< zV a 9 那么对于在 C 。 意义下 
充分接近于 f 的同胚$也应有 / C ；(^) CF „ 


• 291 ^ 



证明. （ i ) 因为 

对于在 C ° 意义下充分接近于/的同胚 Z 也应有 

S{M ^ CL ' yxxxM ^ 

00 如果 

Kid ) 麵 p | f ( M 9 \ imiH 9 ^)< ZV ^ 

I €1 

那么存在 W € iN ， 使得 

0 / HVmJUcL , 

，，一 .v 

因而对于在窻义下充分接近于 / 的同胚£也应有 

^(^ r)c fl fdWUcL □ 

#--JV 

§3 无环条件与滤子 

定义 3.1 设肫是紧致流形，以 HomroGW )， rcW 是/的闭 
不变災.我们置 

W'{T) ««* {jr f M ]im ，厂）口 0}, 

认 ■♦ + 的 

w«(r)- {^€ m I iini d(r^t r) — o}. 

f 卜 + <o 

w >( r ) 和 w “（ r ) 分别称为 r 的稳定染 和不稳 定讓. 

命® 3.2 设 M 是紧致流形 ， M Homco (； V ), rc ： Af 是/的闭 

不变粜，则 

( i ) r ( w 乂 r 〉^=^«>0 c ) cir ; 

(ii) “ v/«(r)<=^a0»0c ： r. 

证明. 

(1) “^丨设:^^^厂夂则存在^^卜使得 
d(rx， 0 (rt — -f Oo) # 

对任意 ye «0), 存在自然数的递增子序列 {〜}, 使得 
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于是 


J(/ rt /r, y)-^ 0 ^ ♦ +尤人 


y 一 1/m j n tx « Urn z m (- T # 

I ‘+ 访 j -♦+ V 

“4=”. 设 ^ COcrr . 则对于任葱的开策 Fz > r f 存在 
N ， 满足 

n "> N r (^) ^ ^ 

(否则 {/•(>)} 将在 M \ v 中有极限点 X 
因而 

lim d ( r ( x ) 9 r )^ 0 . 

00 只沿在 （ i ) 中把 / 换成 r 1 , 即可得到 iiE 明. □ 

定 X 3 .3( 极限集）设況是紧流形， w Honuo (茁）.记 

L ⑴一 IJ 

我们把 L (/) 祢为/的极限染. 

命题丄4设 M 是紧流形， /€ Homo >( Af ), A ,, ■，.，烏是 

/的两两不相交的闭不变集，并 a 

/ 

L(/)C J 4, 

盧 _» 

则 

t I 

V - U - U W 6 (4,x 

# 叫 1*1 

证明，选择 A , 的开袼域 h(i 一 1,2, ••■,/), 要求 KhK ,， 
•••, h 两两不相交.因为 

产⑷ 一/ U ” 
A.arwnVinKVi). 

可取开) ti /. 满足 

/icKcRcr (匕） n v , ni ( v 9 ) 

(/ — 1 • 2, •..，/)• 

对任息的因为 
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w WcL(/)e U IJ U lt 

T ^ I F « J 

所以存在使得 


设 

则 


y Utm 

i~l 



/ 州 00€ (0 

Ui . 

用归纳法可证 

/•0)€t/“ V«>AT. 


于是 

ia ( je ) ClUir \ (U 4) — 

A,, 


: re W ， ⑷ • 


这证明了 

M = U W《7U. 

T 


同样可证 

Jf - u w-C^X 

□ 

定义 3-S 

设苽是紧致流形, /eHomeo(itf), A, ••*，/!/ 是两 


两不相交的 f 的闭不 变集* 我们在这些集合间定义如下所述的一 
种关系“卜 

山) -本 

如果存在两两不相冏的 L ••••〜(>> 1)，使得 
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/I, ， 

我们就说' ,• _ • Mi 形成了一个环.关系称为是无环的，如 
果不存在任何环. 

注记 3.6 如杲/參 ；， 那么 

w ( a)pia — 

A . nw ^ c ^)- 0. 

因而定义 3.5 中的无环条件可以分述为 

<0不存在两两不相同的 >1), 使得 

w *( Ao ) nw '(/ i ‘） 必 0 

(/ — 1，“ • ， r ， i , + •两 i ,); 

(b) W“ （ /ijnW'(A)_/l/ 

(i — 1， •••，/). 

定义 3.7( 有向图）设 P 是一个有限槊， / fCPxF , 我们把 
( y 9 ^) 称为蛙 一个有 向图, F 称为是这有向图的顶点 ,(〃， ^ 
€ 4通常表示为 y〆 , 

有向图 （ W ，，） 称为是有向图 （ F ,/) 的一个 子图* 如果 

rc7 # A p c ： Ar\(v f x v f ). 

对于任窸 well 记 

A\V f - Ar\{V 4 x V r \ 

子图 ( V \ A \ P ) 称为是有向图 （1/, d ) 在 F 上的限制. 

有向图 （A 3) 称为是无圈的，如果不存在子图 



顶点 K 称为是有向图（ I / , 的一个下极端点，如果不存 

在 〆 6 匕使得 
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v V 9 

显然任何无 ffl 的非空有向图具有下极端点. 

命 H3.8 如果有向图 （V,j) 是 尤囵的 ，那么可以给 K 定义 
_个单序 >,使得 

V ^ V =^v v \ 

换句 话说： “― 1 •可以嵌人到一个单序- >" 之中. 

证明.设#我 n 将用I, 2 ,…，八来给 w 的 j 页点编 
号，使得 

Pi Vj =>< > 

首先 ， 记 Ay 

hi 〃是 （h, 4) 的下极端点 1. 

设 一W,. 我们先用1,2,…， M 这些数（按任意次序）给 K 
中的顶点编号.然后记 

V ,^ V \ E %9 A 2 ^ A \ V if 

仙是(^， A) 的下极端点 h 

设# A — 又用乂十1,况+ 2» •♦•, A + /V, 这些数（按任 
意次序)给 ^中 的顶点编号. 

依次这洋做下灰,肢后给出V中所右的顶点的编号.我们有 

(/ =» w 的编号在〃之后 • 

按这样的编号，我们在 P 中定义了所要求的单序>, □ 

注记 3.9 设允是紧致流形, /(Horn ⑺(.V)， A , •••, 次是两 
两不相交的/的闭不变屯.如果•一， A 滿足无环条伴，那么 
它们可以按照一个中序悱列.必茇时 m 所给这些奥绽弓，伐们总 
可以假定 

A,>-A, => I > 

反之,如果这些不变嫌的玢4汍足上述要求，那么昆然/I,, •• •, A 
应满足无环条件. 

定理 3.10 设况是紧致流形 HomcoCW ), 

<t - 3/eC^/^e-— jV 
是 - Vf 关于 / 的一个虎子.则两两不_交的闭不变巣 
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k,(^) - k：(^)o - i •…， /) 


满足无环条忭. 


证明.由 



d(M\mtM l9 K,(^)) > 0 

和 

)CAf\imM, , 

我们得到 

W-(A ： # (^r))eiru.^ J dM 

又由 


和 

/( Af / _ i ^ Cl t nt 3/ j _|CT yf j« 11 

我们得到 

w < (/c l (^))eA/Vv/ i . u 

由此，我们看到 



=^ i>L 

但不变势 

w” （ &(• 〆 ） 〉 n w'(/c.oo)c a / 八 w …， 

所以 

\ V -( K t (^ )) n \ V f ( K t (^ )) — 

n //)> hKx ^ n . 

因此 

这证 明了 

Kl(c^), K a (D ， “•Ad) 

满 足汜环 条件， □ 

本节的主要目的.是证明以上定理的逆 命题： 
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如果 W 是紧流形，/ € Hotneo ( M ) 的闭不变巣次， •••，▲ 两 
两不相交并且满足无环条件（因而可按注记3. 9 中的做法给这些 

不变集编号). L (/)(= U 那么存在 M 关于 f 的滤子 

/= 1 

0 _ iVfoCIAfiCZ.W/ *=* A/ * 

使得(按上面所说的编号） 

Kd〆 )*= A k (i ■= 1 ， • *‘ ， /)• 

为了证明这一命题，先要介绍一系列的引理，为方便起见，我 
们约定： 

A / 表示一个给定的紧 流形； 

/ € Horueo(M )； 

々，••*, 山 是关于/不变的闭集，它们两两$相交，满足无环 
条件，并且已经按照注记 3.9 中所述的顺序编号： 

L(/)C ： U 4-. 

引理 an w rt (^>nw-(A,) ^ 0 ^w^;yn>1, ^ 0. 

证明. w « (次）关于 / 不变 • 因而\^(木)也关于^不变，设 

那么 

a(x)awYAj 9 

因而 

w ^ aJ nAj ^ 0. □ 

引理 3.12 

<»/, vnAjriA , ^ 0) 

n (W J (A, )\ 枣）垆 0 . 

证明 • 选取开集1, .••,/), 如同命题 3.4 的证 
明中所述，于是 R ， •…， 两两不相交.并且 

0 0 妗 〆 )• 
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记 


因为 


l, - rWt^Uu 


Ai ) n a ； ^ 0 

存在 W - ⑷中的序列 [ x k } 9 使得 

lim x k ^ x ^ 八 “ 

可设 

对干每一取定的々，因为 

d(f M (x k ) 9 Ai) — ^0 +oo) 

和 

A t dM\U t> 

存在 M , 使得 

r w (^)e M\U tt 
记 

mtn{m € N |/" m (r^) ^ M\U f } m 

于是 

因为 m 是紧致的，必要时选择适当的子序列，可设 

m 乙， （々— 十⑺乂 

因为 

所以 

y € w ^ aZ ). 

我们指出 

/™Cy) € V t9 Vne N. 

若不然，设•使得 


只要4充分大就有 


/ p Cy ) € MW , 



m k — ^ > 0 ， 


疒 1 (x*) - nr m ^x K ))t M\u i9 
这与的取法相矛盾. H 此， 只能有 

f n (y)^V t9 V«€ N, 


于是 


ojCy) € A t% 


yf wT^In ( w ^(> i ；)\4) # □ 

引理 3.13 


nw "<^) 

i 正明，由引理 3 .n 和引理 3 J 2, 存在 
又由于 

l 

M - U W “ M 々)， 

存在々，使得 


ww ). 

由无环条件可得 


七 >/• 

如果£_々,，那么命题己 得证. 如果 i 尹七，那么因为 

w-("4 ) nw-(^ t ) # 0, 

由同样的推理可知，存在七 > 七，使得 


这样,经有限步之后，总可以得到 

々 r > 冬-! > ‘ • • > 七 > 7_ □ 

引理 3.14 


0) C U WW (4 X 因而 U w “(4) 是闭集, 

} < J ; < ■ 

U W ^(4；> 是幵负. 

> > r 
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( ii ) (AX 因而 （J W '( A ) 是闭集， 

i>t i>i 

LJw ' (卓）是开集. 

f<r 

( iii ) u w 乂次）是 1 J 的开邻域； u W - C/VJ 是 

}<i i<i t> r 

U w '( A ) 的开邻域_ 

证明. 

_ / 

( i ) W ^ u 7) CM - IJ W<A 上而 / > i 时 

I e 1 

W 叹次） nw -( yl ,)- 0 ，所以 

w-(a)<zU w-(^) # 

i<r 

于是 _ 

0 W-(4 X )C U 

因而 U W - CAy ) 是闭集. 

|J W "(/ l ,)- M \ U W -(^,) 

是开集. 

( ii ) 在 （0 中以广代替 h 并注意到这时不变集 
的排列次序颠倒为次， A 一， •• •，山，即得证 • 

I 

( Hi ) U W -(4 ,)CM « J W ，（ W 由无环条件，当々：> 

f < r 1 

o m 

w - (小） nw 认）一 0, 


因而 


U w“(/i,)c：U □ 



引理 3 _ 1 S 

(0 设紧集及 cO w 乂氕），则 

¥ - 1 


fl r(/?>c u w 弋〜 ). 

«l>0 frn I 

特别地，如果紧集 0 满足 


那么 


U W rt (yiy)c=0CZ U W'O 山 

i<t i<i 

n r ⑼ 一 u w«(a‘x 

n >0 f < t 


00 设紧集 RC |J w -( yi 〜）, 则 

#»i 

PI /-"(/?)(= U w^(/l ; ,). 

«>0 # »*t 

特别地，如果紧集!？满足 

[ J \ WXA ) ciQ ^ U 
/>* »> * 

那么 

fl r n ( f jy - U w j (/ u . 

•>a />/ 

证明 • 

( o 设 m n /" (只），则 

ft >0 

p 

aix^CZRd IJ 

/ = i 


因为 G W 彳 A.)， 寸设 W _ (乂) • 于是又有 

itm% 
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这样 




0 #«00 c ：( ij \\ XA , t ) j r \ A km 
这说明々是 /,(y = -丨，•- •，/ >) 中的一个. 

P 

以 W.( 4 〆 1 J W •(/!• ). 

V- 1 

00 在 （ i ) 中以 r 代替/即得. □ 

引理 3.16 设 . Wfi 紧流形，/€ Ho m eo (, V /) f 户足/的紧致不 
变集，2是 P 的紧邠域，满足 

H t H { Q )- P 9 

o >a 

则存在^的紧邻域 7 满足 

(a) PCTim VCZVCZMQ, 

(b) f(V)dmtV 9 
证明 •记 

r 

a - n "⑼ • 

i » 0 

则 

A r ^A^ f (r - 0 # 1,2, ••■)， 

并且 

D — P —> / -, (F)C'mt{?n/" '(intpX 
^>0 

因而俘在使得 

A 9 <^\ntQ(\r\\rilQ)CZr\Q). 

于是 

f{A r )CQ ， 

/( a ) — pn / d ) ■ 

又因为 
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p 編… nr ( p ) 
omp n/(mr(?)n … n n^Q) 

•- inM , ， 


0 /*( 义 ） *"■ Pcz\atA rf 


rc ^) iD /- +i (^), a - i , 2 , ■•• 

所以存在使得 

i \ A r ) CZ \ niA r . 

记 A ， 我们 养到： 3 满足 
⑴ Pdini/iCLAClintQj 

(2) f ( A ) aA , 

(3) 存在使得 

如果 1, 则可取引理巳得 证. 如选取/ 
的紧邻域 B 满足 


并 a 


因为 


所以 

又由 


^ C. ifii B e B C/- *( mt A ) n lntt? , 


C 面 A\J{B[\i^B) m 


KK 

KBf\r'B)czr8(ZA 9 


KC)ac m 


/•- 1 ( A ) C /4< rinti 5 ) 

r \ A )< zr ^ c ^ B \ 

/ •… （b n r ~ i B ) cr * , (/-- , ») 

( Zf ^ CmtA ) 
d iol/i i 
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可得 


r -( C ) CintC # 

我 H 有到，这样给出的 C 满足 

(1) POmCcCcimiO , 

(2) t ( C )< ZC t 

(3) r - l ( C ) CintC . 

依次这样做下去， a 后得到^的紧邻域 「，满 s 
( i ) PCIintFcFCmt !?, 

( b ) /(POCimL □ 

定理 3.17 设 M 是紧流形；次, - 

的紧致不变集，它们两两不相交，满足无坏条件，并且按照注记 

3.9 所述的顺序编 g ; L(Oc 0 则存在 W 关于/的虎子 

* « 1 


满足 


0 — W 0 CIMiCI … CZA ^/ — A / » 
K[(^) — (< — 1 ，* * •，<). 


证明. 由于 Uw "(/ u ) 是紧 m . u wf <~) 是它的幵邻 

K<t k<r 


域.必定存在紧柒以满足 


U w “ (么) cimacac : U W ， (〜) ♦ 

T 

由引理3 15,犹们有 


H nQf)- U、 v **(M 

**>n k^r 

又由引理 3.16, 在紧災 K, 满足 


( a ) U w 乂 /^) c = i.uW U w»(^) f 

k.<t k<! 

(b) f(V t )CZ\nlV u 


记 
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Mi ^ U Vi °= 1 • •* *> 0. 

i<i 

则 - K ••*,/) 满足 

O ) U W -(/ i ,) crintAf , CZM,CZ 1 J W 乂 /1 ,X 

t<* i<i 

( b ) /( A / Jdint . V /,* 

和 

( c ) KM ,- 
我们得到了滤子 

: 0 — MoCiMCI … CAi/ — ;W, 
注意到>时 

A (1^(4) — 0, 

我们有 

A rf f | A //-，一 0， 

因而 

又有 

U W “（4) dM,C IJ 

/ <« i<i 

n u w "(^>» 

r>>0 f <i 

A /\ intM /_ iC ： (J W .( A ,), 

/>* 

O /"(A/\intM f _ f )CZ U W M (/!,)•， 

•>ct />* 

因而 

0 / *( MAintA/i-JdW M (A). 

- >0 

还有 
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U W'(A,)CAAmtM, 一 ， C U >• 

»>* />r 

n /■•(AAino n w'ua 

«> i>t 

U WXA) f 

n r ， ( 从 ) [U 

i<t 

因而 

rt>0 

由上面的讨论，我们得到 

“ z 

ew«(A j )nw / (^)-A,. 

由此即得到 

Kl(^) — il, ( ， - *1，“，，,)•□ 

§4 Q 稳定性定理 

设 Af 是紧致光滑 Riemaon 流形 ，/€ DifPfM). 我们陈述关 
于 / 的条件： 

公捶 A Q(f) 具有双曲构造，并且 

Per(/) — Q(f); 

无环性 Q(f) 的谱分解的基本集满足无环条件 . 

本节将证明以下的 O 稳定性定理. 

定理 4.1 如果 / G Diff l (M) 满足公理 A 和无环条件，那么 
/ 是 D 稳定的 . 

证明.由于无环条件，存在 M 关于/的滤子 
^ : 0 — A/ c C ： M|CI***CljVf/ •*= M 
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满足 

于是 


KX ^)- o , 0 -U 


是岛的紧邻域并且 

n r ( U t )_ Ki(D — D “ 

t. 

即 A 楚 f 在 K 中的极大不变集. 

由第十五铤定理17,存在 A 的紧邻域和/的 C 1 邻 
域％，使得 对任萊 存在同胚 


Ai ： _ n r (^>, 

ff€£ 

满足 

WlA _ i°ii 9 

这里 a - n ^( v .) 是 s 在 k 中的极大不变集.由本章的命 

nit 

题 2.5, 必要时适当缩小少0,可设对于任意 St 


于是 
又由 T 

我们有 

考虑 


n r (^) er /t 

nfd 

Kf (^ r ) aA u 

A , - 0 r ( r,)c n 

*i t z t it 


Kfc^r)^ A t (/♦— l, •、/)• 

QXs )-^ Cs ) fKM \ M t ^) 

- Q ( g ) OKK ^ r ) 

- 公⑷ ru “ 
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显然有 


QXS ) CZA U 


将证明 


A ⑷ _ 4. 

市实上，因为 P ^ OT - Q (0 并且各 A 是互相隔対的: 

^CintA/iXM/-! (1 — 1, - - •» 0# 


所以 


于是 


因而 

'£ 


兑一 Per(00^ 

A , — A ,( A ) 

- A , ( p ^ OfToT ) 
C ： A ( CPer(/)nA) 

CPerO ) 

ClQish 

a , — o ( g ) n 4, — oxg \ 

i 

n y “ 


由上面的讨论，对于任何存在同胚 

hi ： Q t -^ Q ,( S ) 9 


使得 


于是，由 


/t t of\Q, — 犮。 A/ 

0 - 1，…， a 

h \ Q , — 4 f ( / — 1 , - • 0 


所决定的同胚 


A : 从 f ) — Mg ) 




第 + 九章 a 伪轨与 i ? 跟踪及其应用 


设 M 是光滑的 Hicmann 流形，/ 6 Diff '( W )，/1 C ： jW 是 f 的 
紧致不变 m . 在上一章中，我们定义了/!的隐定集 W ( A ) 和不 
f 3 定集 W -(^) (参香第十八章，迮义 3.1). 如果/在紧致不变集 
/I :有双曲构造，则又存在/在各点 re 4的稳定流形 wO ) 和 
不铠定沪形 w “0). 这时显然有 

ij W^)dW(A), U w_O)cw-(/0. 

A * 鼉 A 

能否有相反的包含关系，从而使上两式成为等式呢?当/在4上具 
月局部 乘积构造时，对上述问题的回答是肯定的.我们将证明这 
一事实.证明中涉及的《伪轨与 P 跟踪技术，是动力系统研究中 
的一种很有用的工具.我们也顺便介绍这方法的一些其他应用. 
us , 我 n 还将指出，利用这里建立的结采，对亍乂、理 a 微分同胚 
的无环条件，可以作更简单的陈述. 

§1 «伪轨与0跟踪 


定义 U ( a 伪轨与卢跟综）设 x 是一个度适空间 ， f 6 Ho - 
mco (. Y ), a 是一个正实数，和6是整数而 i a < b { a ， —00 成 
者办 = 00 的饩形也是允许的) . X 中的点列 

{ x t }^(ZX 

你为是/的一个《伪轨，如果 

KU^ 龙 /+I) <戊、 的 ■ a， … ，占一 1. 

我们说 a 伪轨 } U 被从 y 点出发的轨道所 〆 跟踪，如果 

dU * y % Xf ) < Vi «— a , • • . 、 K 
引理 1.2 UX 是紧致度董空间，… ( A ),# 是仟意给 



定芷数，~是任盘给定的自然数.则存在《>0,使得任何长度 
为 N + 1的 CI 伪轨{^}^ 0 可以被从 A 出发的轨逍所 〆 跟踪. 
证明.由一致连续性 ， //ft « >0,使得 

d(^tf 9 t/) <1 a d(f f i4 , f ■< — 


特别地 


(/ *=0,1, “• ， AO . 


J (/ u …） < « ==> 广’尤”广’‘、 +_) < ^ 

N 




于是 

^(/ ^> ^i) 

< d { fx „ r ^ Xl ) + d (” x ” r \) 

+ • • • + d(fx t ^ l9 x ) 

8 8 8 
<C ■+■ -f - * * ■ -I- 一 〆 

N N N 

(I = 1 ，2,…， AO . □ 

定理 1.3 设 M 是一个光滑的 Riemann 流形 ， f e DifPO /) 以 
紧致集 ACIAf 为其双曲不变集.如采 / 在 A 上有局部乘积构造, 
则对任意的 P ：> 0，#在《 > 0,使得 A 中的任这《伪轨 U }^CTA 

(允许 a ^- OD 成名 A _ + CO 的怡形）都能被从某点 r e /!出发 

的轨造所 P 跟踪 # 

证明.第一步.由给定的 〆 >0确定适当的 《> G ， 

• 參 _ 

苗先.由第十六炸定理 2.2 和定理 2.17, 对于充分小的巧> 
0,存在0 < # < 1，使得对任莸 X 4有 

f e w=( y ) =>rf(r> ， r l y) < WO, y) 

和 

心 w;(y) 仙， /y) < f uKq ， y\ 

取 e >0 足够小，使得 
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€ < rj 9 e 


3 


+ 


< A 


由假定， /! 乘识结构，因而对于 e >0 ^在 

歸 

V y z (： A % fi(y^ 2 f) <1 i5 

-^wr(y)mv:o)c/i. 

再取 iV 6 N 充分大，使彻 

^ £ < • 

2 

由引理 1.2, 对于取定的 A /€ N 和！ > 0,存在“ > 入使得任何 

2 

«伪轨 { y t }^ czA 可以被从 y , 出发的轨道所2跟踪. 

2 

乎+ 爭. 考虑 a = 0, A = r : V 的惦形，也魷&说，杈设所拾 

W } « kWAj U};^. 

这时被从心出发的轨遒所=跟踪.我们归纳 

/L 

地定义 « v }:-0 如下： 

&先取 

^ ^ ^0. 

然 BS 

4 + o.n - wr(rr ； w )nw^x ( ，冬 ⑽). 

因为 

^ j (广::"， X 你， X 19+On) 

< fZ^S 4 - -■ < Sy 
2 

所以 t . 述归 纳的做 Ufti —步都有意义 .记 

r _ 广 Vw， 

我们将 证 明被从 x 点出发的轨道所#跟踪. 

对于； 一 （r - ，).v + 々，0 < 々 < , v , ^fiifc 
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但因为 


所以 


又 


Xy X,) ^ d(l f f,v x rV ^ x f ) 


J ( 广 ‘ v :v, 〜 -, 、 w +ji) 

十 ^U k xt^ t h9 /^_, )V ) 


秦 / (/— V * 


f J x (i ^ N ) < 6, 

d ( r ^^ t>i9 /^ u 1)W ) 

-d(fw ■姑 x: N ，广… MYA. ⑽) 

< 〆 •〜， 

d ( r 叫“， 


奸广叫 ‘， ，u 

< d ( r ^ k x ：^ 广-⑽+%_ 叩） 

+ " •十 d(r s ^x ir … >w , j K x^ nN } 

< + … -4- ^8 


dC ” x ( n 、 N ，^ ®> 
dO k x v •⑽， 、 


由这些估计，我们得到 

•，心 <T ^ + S + | 







8 
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« 沩轨与 P 跟院的应 


定义 2 J a { x , }二《称为是周期的，如果存在《 € N , 使 
得 

x …_ Xi , wtd 

定理 2.2 (Anosov 封闭引理）设 M 是紧致光珩 R:emann 流 
形， MDiff l (V) 是 Anosov 微分同胚，则/满足公埋 A. 

证明.只 须证明乂 
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第三步的一般情形. 

• • • 

对于 a 伪轨 { Xl )7^ 可取 r 充分大，使得 nV > ~然后朴充 

定义 

— 广、” /=« + !， • • * , rN m 

于进， { x ,}：：, "了以被从莱 x ^ A 出发的轨迫所 P 跟踩.因而 
也坷以被从 r 点出发的轨道所#跟踪. 

对于《伪轨 { l }、0 彳有穷） 〆 J 以名虑另一«饴轨 Uod 
如果这时从 y ^ A 出发的轨道跟踪 { x 4 „ }以，那么从 r _广，出 
发的轨迫也鱿#跟踪 { r ,} J _ 4 . 

对于《 -0, A — +00的悄形，我们选取0<#<心然后 
取 a > 0, 使得任 窓《伪轨 { x t ) U 可以被从 h e /I出发的仇道〆 
跟踪 • 设4是 { yj 的一个子列极 限点. 由于 

x t ) < ^ y I — 0,1， . ■ • ， n ， 

所以 

A ) < 汊 ，，‘ 0, 1，2, …， 

即从 x 出发的轨遒〆跟踪 um 对于&之一成者二者都是 
无穷的其他悄形，可以类似地讨论. □ 

注记 1.4 特别地，上一定理中的 A 可以是 Aaosov 微分同胚 
情形的紧流形 A /， Hi 可以是公理 Af & 分同胚悄形的0级成名0集 
谱分解中的仟何一个丛木槊. 
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澉分同胚是可扩的.设 a > 0是/的可扩常数.对于 


0 < i ^< j ，可以确定0 < « <心 使得 W 的任意《伪轨 具有# 跟 

踪. 对任意的> —0(0,存在 MN ， 使得 

^( ry 9 y ) < «. 

对于 

i qn 4 \ (彳， 々€ Z ， 0 ^ ^ < n) t 

我们置 


r r = f k y . 

这样得到了一条周期为〃的0伪轨 UUlco . 于是存在从 X^M 
出发的轨道#跟综它： 

d ( fx 9 x t ) < /?, Vi € Z m 

因为 

d ( fTx ， fx ) 

< 2〆 < a ， V? ^ Z, 

所以 

Vx ^ x » 

即 

怎 € Pcr(/X 

在上面的讨论中 ，对# 的要求只是 


0<在<奮- 


我们可以取？任意小 * 因而对于取 定的？ 和任意 ye 0(/)，都存 
在以 Per (”， 使得 

d ( x ， y )<& 

这样，我们证明了 


Per (/) — Q ( f ), □ 

定理 2*3 设 M 是光清 Riemann 流形，在其紧 
致双曲不变集 A 上有局部乘积构造，则 
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(i) 


w ⑷ —U wf W ， 


00 W (A) J W“0). 

A 

证明. 

(0 显然有 

1J W ， OOcW(yl). 

m f A 

祀们来 ffiHfHte 的 ti 含关系. 

屮 Z 的双曲 ft ， "I 以确定 e >0 满运奶卜六草 P 中稳定流形 
定理的要求（对这取定的 e， 稳定流形定砰的推论 采十六章推 

论 2.16 成立）.取0 < . 对这样的％又可确定0 <a < 心使 

JL 

得/ I 中的任总《伪轨 H 存# 跟踪.再选取0 < y < 满足： 

2 

Py q ^ A, d(p 9 q) < Y —> jif) < a m 

2 

任给 X W f (/ l)， 园为 

haid ( f n y ^ A ) — 0, 

n -^«o 

所以存在自然数 W， 使得当 《 时 

d { f n y \ A ) C y m 

取: Tq e A(；I =* iV，；V + 1 ， \ + 2, • • •）， 使得 

d ( f m y , A-J < r- Vn > .V. 

补充卡义 

x n =* l n ~ N x ^^ Vn ^ Z y n < A? # 

因为 

，文。十 i) 

/ry)n-^cr^y,x, +t ) 

^ ― -+- y <C ct ， V# > A/ 
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和 


K\ x nt X n+t ) 

- d(j 一 1 X N ， - 0 , v« <.v, 

汉们奋到：（^丨二^垃戊伪轨.从而存在 r €/ l ， 便得从 r 出发的 
轨道#跟踪 UKT - w . 这时 

d ( ry . r ^) 

< 火 /’> ，心 ）+ d(x n9 i^x) 

< r + #< 杉， V« > N. 

于是 

f w y^ ^Kfx), 

/-• v w ^/" x ) c ： w '0). 

这就证明了 

W # (4)<= \J w # 00. 

• tA 

( it ) 在 （ i ) 中以广代替 / 即得. □ 

§3 关于基本集的无环条件——再谈 D 稳定性定理 

在上一章，对于 / € Hom«i(M) 的两两不相交的闭不变集次， 
次，•••，*，我们陈述了如下的无环条件： 

不存在两两不相同的 i t 9 -- 9 ir ( r > l ) 9 使得 

(w-(^)\^)n(wt^ +4 )\A /+1 ) ^ 0 

(7 — 1 ， *•• ，广，八十直 — 之 ) • 

在上一京，我们还指出，上述无环条件可以分述为 

( a ) 不存在长度>1的环，即不存在两两不相同的 M •••， 
fVO > l )， 使得 • 

w"( 、） nw’(4 0 ) 垆 0 
(；— 1, -• * # r , i r+l — t \)； 

( b ) 不存在长度 _ 1 的环，即 

w ”(/ t ,) nv ^( A -) 八 (，一 1 ， • • • ，：)• 
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木节指 H ，如果上面涉及的那些不变隼足公理 A 微分同胚 
1 的 O 集的谱介解的某本集••*，仏，那么务件 （b) 自然而然 
地成立： 

(,« i ，•♦•,/). 

因 rfn, 涉及公理 a 微分同胚的谣 今解的 基本集 Q y ,- , Q t 的无环 
条件*可以陈 述为： 

不存在两两不相同的 ^, • •• ， i,(r > 1 ), 使得 
w(A,)nw^ +i )^ 0 

(/ — 1, r, Ir+J =* I,). 

先介绍两个引理 

引理 3.1 设 M 是一个光滑的 Kicmann 流形， ACZM 是紧致 
集， DifP(M) 以 A 为其双曲不变集， y ^ A 是任意给定的点, 
KC：W 是开集.如果 

Wiy ) f ] V ^ 0 

(W“(y)fjy 尹 0), 

那么对于充分邻近于 y 的 g e 也有 

^{ q ) C\V ^ 0 

(WXq)f)V ^ 0 ). 

证明.由双曲不变集的稳定流形定理(第十六章定理 2.2), 存 
在 C 嵌入圆盘的连续族 

[yMczwix) (x^a ) 9 

满足 

D*0)nR(r, e) m W:0O, A. 

于是有 

w ， (和 u 

eU /-^(/^) ciW r W f 

j 

因而 
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w ， o )« U /，(/〜)• 


如果 

那么存在彳 >0,使得 

以 r^x^y>n k 

因为 I ^ DXf^Xx € A ) 也构成 (7 跃人的连续族，所以只要令 t /I 
充分接近于 y , 在 r ^ av ) 上就有一点充分接近于〃，因而 

r ^ a ^) f \ v ^ 0 , 

由此即得 

w ( ij)rw ^ 0 . 

(同样可证：如果 w -( y ) C\V ^ A 充分接近 y ，， 那么 

w -(^) n ^^0.) □ 

引理 3-2 设 W 是一个紧致光漭 Ricm ^ nn 流形 DifflV ) 
满足公理 A , 从逄/的 G 集谱分解中的一个基本染， y ， ^ A , 
C > 0 是任恣给定的实数.则存在/的周期点 以砍 和自然数々, 
满足 

d{p, y)<C ， d(^p, z) < £ # 

证明.设从:出发的轨中稠密，则存在 Z ， 

使得 

咐，， y )< - 

2 2 

又因为周期点在认中稠密，存在/的周期 A 兑满足 

P € B (/' 吾 ） n 广一 , H (尸:， +)• 


记々=^ m ， 则 

d(P, /〜） < 又， d(l k P, i n x) < ^ 
2 2 

于是有 

d ( p , y )< C , d ( f ^ yZ )<^ 
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设 P 的周期为乂必要时以4 M (这里/是充分大的自然 
数)來代替々，可设 々6 N . □ 

定理 3.3 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形， f € DifP( A/) 
满足公理 A, 兑是/的以说诏分解中的任葸一个基本集，则 

这就是说：公理 A 歆分同胚/的忠分解的 基木災 之中，涔定没有 
长度为1的环. 

证明. 设 w 乂兑) nw «( 兑），而 p 是"的一个幵邻域. 
由定理 2.3, 存在2 €认，使得 

“ w '( y ) nw “《 

由引理 3.1 可知，存在 i > 0 9 使得 对任葸 满足 

d(q, y) < £, d(r 9 z)<C 
的❼ r€D iy 我们有 

W # (^)nP , ^ 0, W^(r)n^ ^ 0. 

又由引理 3,2 可知，存在 P“(/)n A 和々 e N , 使得 

取 >)< C , dU 邛，之 X . 

于是 

w ' ooru ， 衿 0 ， ^ 0 . 

由此可得 

0 參 /-nv-(/v)nr^i/cw* (/ >)n r k v, 

利用第十七 3 Tc 引理 2.9, 炎似于该苡推论 2.10 中的做法可以证明: 
存在自然数/,使得 

i i vc \ rw ^ 0 # 

于是 

i^vnv ^ 0. 

上面的讨论说明〃 因而 

"g 口 n w 乂 a ) n w * ca )- o im 
这样，我们证明了 

w -(^) nw -(^) eA . 

相反的包含关系是&!然的. □ 
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由于上一定理，我们可以把 o 稳定性定理（第十八章，定理 
4.1) 重 述为： 

定理34 (O »足性定理）设 M 是一个紧致光滑 Ricma ⑽流 
形， / eDifP ( M ) 满足公理 A , A ，•••， 认是/的 D 策谱分解中 
的全体基本集.如果不存在树两不同的 M • • • ， Ur > 1 ) 使 

w ， (\)nw'(^ +i )# 0 

(，一1，•••，，； / r+l — I ,), 

那么/是公稳定的， 
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第二十章链回归集与 R 稳定性定理 

§ i 链回归集 


定义 U ( 链回归集） 设 W 是紧致距禽空间， f ^ Homeo ( M ). 
点; M 称为是/的链回归点，如果对任窻的 s > 0都存在通过 
夂点的周期 s 伪轨./的所有链回归点组成的集合称为是/的链 
回归集，记为 R (/). 

以下，我们 约定： M 是一个紧致距离空间， /eHomeo(M). 
引理 1.2 ； reR (/) 的充分必要条 件是： 对任意 S >0, 在 x 
的5球形邻域中有/的周期3伪轨通过. 

证明.必要性是显然的.我们来证明充分性.对任意 s >0, 取 

0 < 5 < 含 满足： 


心騎水… ㈣ <+• 


设 { x f }： Z ^ 是满足条件吖 A , r ) < S 的周期5伪轨 ，其 周期为 
我们置 


• 如果 | 

^ 其他情形. 

将证是通过 y 点的周期为《的 S 伪轨.分两种情 形加以 
讨论. 


倩形 1- «« 1. 这时4〜巧， v 々 GZ . 我们有 
• • # 


心，，）<沒<+， 


咖 ， 0 <5< |， 
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t fx 0 ) <C — 

3 

因而 

：;）■ d(fx 9 x) 

^ d{1x 9 jx^) + J(/r 0 ，： 0 ) + d(x 0 ^ x) 

< 6. 

fB 2. « >1 # 这时有 

d ( 龙 0, 义 ） <C $ <C —， 

3 

d(fx 9 fx,) < 

3 

diiXfiy xl) < d(fx 9 fx 0 ) + d(fx 3i Jf,) 

<! — + 5 *< e , 

3 

i ， 无二） ㈣ d(1x”- t ， x) 

d(fx n ^ l9 x 0 ) + x) 

<S -h 8 < Zs 9 

对上述两种情形，我们都证 明了： U :} 是通过¥点的周期6 
伪轨. □ 

命 ISL 3 R (/) 是 闭集. 

i 正明 • 设则在^的任意 e 球形邻域中有/的周期 
e 伪轨通过. 由引理 L 2 可知 ： r € R(/X □ 

命 ® 1.4 R(/-0 ^ R(/X 

i 正明. 设 A ： e R (0, 则对任意 e > o 存在通过 X 点的周期 S 
伪轨 {&} 七 1 .置 

y . ra 


则 
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d(y 0 * x) => d(fx^ i9 .Y„) < e t 



y.+i) 3 ('-,. V ， /r -i 一才 ) < e, 

我 n 看到: { y, }；：-.&/ 1 的間期 s 伪轨并且通过 -V 的 e 球形邻 
域. 因为 e 是;壬 It 的，由引理 1.2 即彳 S 知 R(r 乂这证明 

了 

R (/) eR ( r) a 

把/换成 r 又可得 

RcrocRccr 1 )- 1 )- Htx □ 

命题 1 .S K (/) 迠/的不变 it . 

证明.对任袞 e > 0,可取5 > 0,使得 

P , <7 € V/ , d{p^ q) < 3=^d(jp 9 iq) < e, 

设则存在通过 X 点的周期 5 伪轨 { x t }：：^ 于是 
是通过心点的周期 e 伪轨： 

< Kh “ ，•+•)< ^=^ d ( f ( fx,)y /^ |+1 ) < g. 

这证明了 

/(R(/))CR(/X 

同样肖 

广 _( 聰 一 r(Hr l ))c ： R(r)- w\ 

囡而 

KHD ) - H(/X □ 

命题 1.6 

证明，设; Q ( O . S 姑任苋正数， U 是 X 的立球形邻域.则 

2 


存在^ ^ N , mn 


取 


runu ^ 0 9 


y ^ rvf \ v 9 

则以下各点可生成一个周期为 〃的 s 伪轨 


y, fy 


, f ” V . 


这伪轨通过 r 的球形邻域.这样，我们证明了 i x ^ R (/). □ 
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§ 2 Hausdorff 距离及其应用 


对于非游荡集，一般说來 0(fW(})) 与 0(0 并不一定相等. 
由此产生了不少棘手的问题.链回归集较之非游荡集更容易奴埋 
的原因之一，就在于以下关系总是成立： 

f<c/ K (/))- R(/X 

为了证明这一审实，我 f] 要引入 Hausdorff 距离作为工具， 

设（从，乃是一个紧致距离空间.由于 

d: M X A/ ~ ► R 

是定义于紧致空间 Af X M 上的连续函数，所以存在 /CGR， 使得 

d(x 9 y) < 欠 , Wx 9 y^M m 

设#是 M 的所有的非空闭子集组成的集合.在 f 上可以引人距 
离: 

D(A 9 B) - sup\d(x 9 A}- d(x 9 0)1( < 2K\ 

Jt € W 

这里 

d(x 9 A) = in£i(> ， y). 

Tft A 

容易验证 D 满足关于阻离的公理.我们把这距商称为 Hausdarff 
距离. 

引理 2*1 Hwsdorff 距离可以表示为 

D(A t B ) —• majc{supd(tf，B)，sup d(b，A)} 

a 乇 A & i 9 

证明，我 I] 有 

sup J ( 办， j) =® sup)^/(5, A) _ d(b ， S)l 
6 c n a 

<D(A，B), 

同样 

sup d(a，B) < D(^A, S)， 

* € 4 

因而 

max{sup ， S )，sup d^byA}} ^ D(A , B ) # 

a 办 • a 
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另一 方面，对于任意 ^ A /, W B ， 我们有 

d{x 9 A)^dCx 9 ^-hd{b, A\ 

于是 

d(^x 9 — d(x ， 13) 一 d(;r, /O — ii?f d^x 9 b) 

bi 9 

—* sup ( ff ( r , //) _ ^ i x t 厶 ）） 
b ( b 

<t supd (古， ，4). 
a « a 

同样有 

rf(r ， S) 一 d(^x 9 A 1 ) ^ suprf(« ， 丑 ) • 

*t A 

因而 

D(.4 ， /?) =» $*jp A) 一 d(x^ S)l 

X t.w 

^ max{sup , H) f supi(^, /*OK O 

* ( ^ ^ *• 3 

引理 2 * 2 设 ZKd,/ 0 <L 则 
(0 对任总取定的 M 存在 M S ， 使沿 b )< E ； 

( ii ) 对任意取定的夕€ 5,存在 〆 （ 使得 0< L 
反过来，如果⑴和 （ ii ) 成立，则可得 

D(A 9 B)<^ 

证明.由如 P 办， B )<5 可得 （ i ). 反过来，由 （ i ) 可得 

sup d(a ， jB ) < 吞 . 

A 

关于 （ ii ) 的类似论訢可同洋 证明. □ 

紧致距离空间 （ M ， 以班完 备的.据此，我们可以 证明： 

定理 2.3 距离空间 （ Y , Z >) 是完备的. 

证明. m ^ n ) 是（，， 0) 中的 Cauchy 序列.我们将证明 


lim ^ — Pi [J 

*' r • 1 > p 

根据 C aUt h y 序列的定义，对于 0<g<e , 存在 . V € N , 使得当 
m >/V 时 

D(^A m , A m ) # ( 2 , 1 ) 

2 2 
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将证明：当 n > A /时 


O^A y A n ) ^ I <T.e m 

依据引理 2 . 2 , 我们分两步进行讨论. 

第一步.先证明对于任意取定的和66/,，存在 a € 

參驀看 

使得 

为此，取 


^0 


■<C. n t <C. • - • <C n, <C rif “ <1 • •. 


使得当〜时 


nr a 


M V 




A . ^ 假定 a , € 己经取定，按照引理 2.2 可以 
取 tf, + i €尤满足 


d ( a ，+ i ， 


〜）< 


& 


2>+ 1> 


由距离空间 （ M , rf ) 的完备性，可以断定点列彳 〜} 收敛于某点 


a ^ M * 

并且 


lim a, 


d(a 9 b) — d(a f a 9 } < S 9 
尚须指出 ae /. 取实上，《>>^时我们有 


a i ^ \J ^ 

鶴>? 


所以 

U A m9 V/>f N , 


即 


• _ _ 

A ^ f] \J A 

p « I 
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第二步.我们 指出： 对于任意取定的和 a 

# • • 

B 3 _ 

0 TJX , 存在尤满足 

#-1 m>p 

事实上，因为 


ae [J A m9 
，” >11 

所以存在 w > «和 / L , 满足 

d ( 〆 ，（） < 夺, 

2 


注意到（2.1)，我们 断定： 对上述 r， 存在 b^A ., 使得 


于是 

d{a\ b ty )<d{a\ c) + d(c,b^<B. 

通过上述两步骤，我们已经证明了当《 > AT 时 

D ", A n )^ e < e m □ 

定理 2.4 距离空 M C ^ r ， D ) 是紧致的. 

证明.对任意 sr , 我们定义一个连续映財 

;(//): M —*■ Yi 

x !—> d^x 9 -*/). 

这样，我们把嵌人到 ( M ， K ) 之4 

;： ( M , R ) 

容易看 tL, 这嵌人是等距的： 

l|/(J) — ； (B)|| — sup 1/( 4)0) — KB)ix)\ 

*€ W 

= sup \d(x 9 A) — d(ty 0)1 
"w 

« D ( U (2 2) 

因为 Y 是义备的，所以 /(^)CC°(A/, KJ 也是完备的，因而是 
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闭的.又，我们有 

\ K ^) M \ -办, a )< k 9 

1j(/!)0) — t(A)iy') I < d(x f y ) f 

即 j (^ r ) dC ^( M f R ) 是一致有界并且等度连续的函数族.由 
Arzela - Ascoli 定理，我们断定/(^ ) 是 C ? ( iW ， R ) 中的紧致集•再 
利用等距性 （2.2), 即可断定, D ) 是紧致空间. 口 
做好了上述准备工作之后，我们来证明木节的主要定理. 

定理 2. S 设 M 是紧致度量空间， /€ H 0 meo ( M ), 贝 IJ 

RaiR(0)-R(/X 

证明.只须证明 R (/) cR (/| R ( f ))( 相反的包含式是显然的). 
任给; R (/) 和 n € N , 存在过 I 点的周期的1伪轨 c «. 显然 C « 

n 

是非空闭集.即由定理 2.4 和定理 2.3, 存在 { C 9 } 
的子序列 { C 9{ } 收敛于非空闭集 

m 

c - n u c v 

<-»l i>k 


即 

Hm D(C m . 9 C) — 0. 

显然 ^ c . 

我们来证明 CcR ( flC 乂由 / 在 M 上的一致连续性可知，对 
任意 e > 0,存在0 <5< 满足 


^ € M t d(p 9 q) <d=^d(fi ^ 9 iq) < y. 
取％充分大，使得 

D ( C V , C )<8. 

设- U , K =- 的周期为仍.取 a € c , 使得 

d(zi 9 r!) < 5, j = 0, 1， • ■ •• 帘 —1, 
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我们看到，由 U, 〜 …， 生成一个周期为 m 的 6 沩轨: 

d(fz t9 2 r +,X d(fz t9 Ui) *+- d(ix l9 X i+i ) + d(x^ lf Z ,+ i ) 


<«• 

对任意由引理 2-2 4 知，存在 c、 满足 

d ( x \ y ) < $ < 

3 


相应地有〆 € { a } 满足 

d(js\ y) < d(z\ x) + d(x , y) < s. 

在 y 的任意 s 球形邻域中，有 / 在 c 中的周期 s 伪轨通过，因而 
y 6 R (/ IO . 这证明了 

c<=/?(/|c)eR(/X 


特别地， r 的任意 s 球形邻域中，有/在 CCZR(f) 中的周期 s 伪 
轨通过，因而 

x€R(f|R(OX 


我们证明了 

R(/)eR(/lR(/)). □ 


§3 R 稳定性定理 


以下假设 M 是一个紧致光滑的 Riemaan 流形， M DifP(A/>. 
将证： /在 K(f) 上具有双曲沟造的充分必要条件是它满足 
公理 A 和无环条件. S 先，我们证明：如果 R(/) 興有双曲构造， 
那么 


P ^ r (7) = 咐）_ HO . 

为此，范要推广以前的可扩性定理和沩轨跟踪记理(第十四章，定_ 
理 2*5 和第十九章，定理 1-3). 

定理 3.1 (推广的可扩性定理）设7在紧致不变览 A ( ZM 上 
有双曲构造.则存在1 >0和^7>0，使得只要 

x f y^V — B(/l # 7\) — {p € M \d(PiA) <i jj} 
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满足 


dO n x 9 iy )<< r t 

魷必定有： 

证明.取 >1 的邻域 u 满足第 卜五茂 定理2_3的婪求.然后取 n 
> 0 充分小，使得 


于&, 


^- a ( A , n > c ^ 


a - n 疒 

o€S 

是 f 在 p 中的极大双曲纸.我 n 取^为的可扩常数.易见这 
样选取的 n > 0和 a > 0满足定理的要求， 

定理 3.2( 推广的伪轨踉踪定理） 如 m /在紧致不变粜 /ICM 
上有双曲构造，那么对充分小的#> 0,存在0<«<3,使沿 A 

中的任慙《伪轨有V - 中的轨道 〆跟踪它. 


证明. 酋先选取 n > 0 和 F - B ( yl , 杉如上面定理诡明中 
所述.将证： 对于充分小的 0 <：#<：〜可以确定 <*• 使得/! 
中任意的《伪轨有 y 中的轨道踪. 

记2_2,并《予它离散的拓扑.定义 Z 中的移位映射 ca 如 
下： 



Z — Z 



对于 A 中的《伪轨 { x t } 9 我们定义一个映射 

6： A 


于是 


i f ~> x “ 

dU<>9(Of 0o w (O) - rf(/(0(/))^(i+ D) 

一 d(fx, ， X l+I ) < a 9 
Vxt 
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考电 z 上的向 a 丛 IT = 的 h 邛 M 商空间 r ( E ). 9 

验证： P ( E ) 是一个 Baruch 空间. 

对 T ： fe 分小的 0 < p < 我们定义一个保衿纤维的 映射： 

<2>； K ( p )->£ 

® 为 l ^ r ) I 充分小，所以 exp ft ； ^( l ) 充分接近 . 于是 

t ^ ycpa ^ 13 ioe ( i ) 充分接近，因而与 0(*_+ i ) 充分接近 （ K 要 
a 充分小）.这说明 < P 的定义娃合理的.再考察截面空间的映射 

户 （ E ( P ))— 卩 （ E ) 

<T I ~> (Po(jOc<}~\ 

根据 Pdak 引理（第十三窣，定理 2 - 2 ), 

D<P(Q)r — (5 (P) 5ow 

— Tforo 0 y ~\ 

容易<1到 j ~ z ^( o ): r(io — 卩 (£) a _ 个双曲线性映射，并 
且 

••! 的斜度的斜度 < v < i . 

类似于笵十五饮引理 3.5 和引理 3.6 的讨论可以 证明： 对于任散 
给定 的 〆 〉 0,存在0 < 夕< p , 使得在 P ( E 0?)) 上，必表 示为: 

<? _ j + < p ， 

S ® < p ： r *( E (々））— r \£) 满足 

LipOp ) e \ 

根据巧十五饫推论 3.3, 可以确定适 3 的常数 

0 C ^ ^ 3* 

0 c e 7 = — e <; ^ (I - v) 

Ii B 

0< y ” + e < J , 

1^(0)[ — sup IcxpfiiJSCt 一 1)| 

r 4 2 

—* sup d(Jx 卜 I ， X ,) 


和 

使得 R 要 
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< “ L (1 一 

B 


讲能断定杰作 卜 （啡 )) 中有唯一不动点，这不动点 r 滿足 

I — ^ b 


由$的定义，我们得到 

r (0 c ^ P ^< , i ) 0 /° cxp ^ (( - i > r(i — !)» 



Z . 


记 


exp #/ r(0 — ft<^ rt _Y(i — i) f 

V ; 飞 z. 


则有 

和 


y,— exp, r(i), Vt t 

y * — fy —" A〆 Z 


^(y^f — ^(exp7jr(/), T , ) 

= \ Y 0)\ <?. 

这证明了 { y ,} - {f y 。} S P 跟踪 h ,_} 的轨 i£L □ 

定理 3.3 如果 / 在 R ( f ) 上具有双曲构造，那么 


Per (/> _ ^(/) = R ⑴， 

因而/满足公理 A . 

证明. 对于可以确定和 J>0 如定理 3.1 
所述.对于充分小的 

0 < 〆 < 了， 

2 

又可确定0 < a < %使得/! ™ IK/) 中的任惠《伪轨都旮 F 中的 
轨道#跟踪(定理 3.2). 对任怠的 reRa>_R(/iR(/)), 存在过 
Y 点的周期《伪轨 {々}CR(/), 设其周期为 m. 又设过 y 点的轨 
it {/W 多跟除 U 丄 
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R 有 

dCrry, ryXd(r^) 9 d{x i% ry) 

<2 {i Co , Vi € Z. 

因而 

f m y ― y, 

即 

y ^ Per(/). 

在上面的讨论中，可取 # 任意小.而对于任意取定的 x ^ KU ) 
和任意小的/? ：> 0,都存在 y € Per(Z) 满足 

me 、 

这证明了 

Per (/) ^ R(/X □ 

定理 3.4 如杲/在 R(/) 上具有双曲构造，那么珙/) - R(/) 
满足无环条件. 

证明.假设存在 D(/) —R(/) 的基本集的坏： 

• • - VQr ^ Qr # _ 

则存在 

k w«(a)dw 乂试 +1 ) OA) 

(，一 ••■,”）• 

于是，对 T 任意的 e > 0,存在充分大的自然数使得 

d (1 U ) 〈气、 d (/ n ) < 皆， 

，繼 1 ,…、 r • 

又由第十九荜引理 3.2 可知，存在 P. 6 A 和七6 N 满足 

^( Pl , i m ^ r ) < S 9 

< 8» 1 — 2, , r, 

和 

dU ki Ps » n) < e ， 1 « 1 ， … ， r. 

于是，以下有限点列生成一个周期 s 伪轨： 

Pi * , /V,; r m q^ -. * ， 1， • • • ， / ^i ； 
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p}y …， n … ，心， … ， rv“ 

k 4 « • « A ♦钃 A 

> 

户,，“、 I ^ Pr , f•‘■,%,••.，H 

m liil : 明了：对任扈 e > 0, 部存在过 A 点的周期 e 饨 $ 九，即 
«(/) - Q ( f >， 这扭 I _ 1, • •, r . 但这与名的选取方式相 
: r'/a (对 m(3.i)). □ 

推论 3*5 如果/在 R (/) 上具荀双曲构造，那么/满足公现 
A 和无环条件，/逄定的. 

类似于第十八抒命鸱 2.4, 我们可以证明以下唞实. 

命题 3.6 设 \/ nf ] f 关于/的滤子 

: 0 *■* MoCliV/i<Z • • • Clj\f / 

则有 

0) 如果 ; T € M \ A / a -! 并且存在々€ N ，使得6 r \ Y _ l$ 邵么 
xiHf ); 

(« i ) 如采并旦存在《€付，使得/_，€ 那么 

yt R (/); 

( rn ) f 的链回归災尺*- no 分解为两两不相交的枭合之 
并： 

/ 

/?- u 

A ■ 1 

这里 

/?,- RnC '/ AA ^-. JCMAiV .-, 

是/的不变染，囚 Ihi 

Rad n r ( Ad )_ KK , 

惫 t 2 

证明 • （ i ) 我们有 

/( Af # _i) CZ ini iW ot—i, 

可以 选取# 满足 
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}( \f .))• 

对于这样的 P 和* 1, 依据第十九茳的引理 K 2 可以确定 
0 < a<^Mn W 中的任意《伪轨{4}^ 0 都可以被轨道{/、}7。。 
所 〆 跟浣.据此，我们将 证明： 从 Y 出发的任何《伪轨 U , 

O 。〜： r ) 都不 J 能是周期的.尜实上，我们有 

f k + l X ^](\ f ^ r ) 9 

J(f^ l x,x^)<^< d(M imMc /(W-|)X 


由此可得 


从 

无 … $ 八 “-1 ， f x \+i ^ f(M«-i) 

d(lx k+f9 ……）< a < 豸， 

又可得到 

4t 々 +/+|6 int A/ a _i CZ. Af j # 

我们证明了 



x n € intA /^ jCMa - i , V » > ^ 
这说明了 u .} r 二 〆 A — d 不可能是周期的 
( ii ) 权们有 

怎圍 r w y € M\U q9 


t m z y € M 0 . 
由 （ i ) 可知 2 r f R (/)* 因而 y 《 R (0. 
( iii ) 如果 


那么由 （ t )，（ ii ) 和的不变性可得 

f ^ x ^ RnCMAM . i ), V ^€ Z . 

这说明了 

是 / 的不变集，因而 


扎 c n 

k 1 1 
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定理 3.7 如果 / 满足公理 A 和无环条件，那么 R (/)- 铒/). 
证明♦设 U - Q ( f ) 分解为基本集的并柒： 

依据第十八章定理 3.17, 可以断定存在滤子 

满足 

认 ■ f"l /^(A/,\^r-l)* 

k* z 

于是 

q ^ dokx ^) 

cRnK : a ) 

_ Q t , 

R » 一 A (i — 1 •…， /), 

因而 

t I 

尺一 IJ Ri ^ C\Q,^ Q. □ 

*■ j t *» i 

推论 3*8 R(/) 具有双曲构造的充分必要条 件是： /满足公 
理 A 和无环条件. 

定义 3*9 HomeoCA/) 称为是共轭的，如果存在同胚 

h ： R(/) —R(^), 

使得 

^°/1^(/) — g°h 9 

即以卜图表可 交换： 

R ⑴ — L^. RC/> 

*1 1 * 

RW „ RC^) 

定义 3.10 设 /^ DtfPCA /). 如果任何在 C 1 意义下充分邻近 
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